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田中立志∗

概 要

（Euler-Zagier型の）多重ゼータ値の間に成り立つ関係式についてこれまでに知られている結
果を概説し, 双対公式周辺の問題を中心にいくつか問題提起をする.

1 序

正の整数 k1, . . . , kl (k1 ≥ 2)からなるインデックス (k1, . . . , kl)に対し, （Euler-Zagier型の）多重
ゼータ値 (multiple zeta value, MZV)とは以下の収束級数で定義される実数である：

ζ(k1, . . . , kl) =
∑

m1>···>ml>0

1

mk1
1 · · ·mkl

l

.

条件 k1 ≥ 2によりこの級数は絶対収束し, ある実数値を定める. k1+ · · ·+ kl(=: k), n, ♯{i|ki ≥ 2}を
それぞれMZVの重さ (weight), 深さ (depth), 高さ (height)と呼ぶ. 深さが 1のMZVはRiemann

ゼータ関数の正整数点での値（Riemannゼータ値）となる.

MZV ζ(k1, . . . , kl)は次のDrinfel’d反復積分表示を持つことが知られている：

ζ(k1, . . . , kl) =

∫ 1

0

dt

t

∫ t

0

dt

t
· · ·
∫ t

0

dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

∫ t

0

dt

1− t
· · ·
∫ t

0

dt

t
· · ·
∫ t

0

dt

t︸ ︷︷ ︸
kl−1

∫ t

0

dt

1− t
.

積分の変数変換 (t1, . . . , tk) −→ (1− tk, . . . , 1− t1)（tの添え字は単に変数変換の際, 変数の順序を逆
順にすることを示すものである）を行うことで, 多重ゼータ値の双対公式（定理 2）を得る.

重さ k のMZVが生成する Q上のベクトル空間には調和積（あるいは級数シャッフル積）および
シャッフル積（あるいは反復積分シャッフル積）と呼ばれる 2通りの積構造が入る. 前者は級数表示
からくる積構造であり, 和の領域の適当な分割によりMZVの積はMZVの線形和として記述される
というものである. たとえば

ζ(p)ζ(q) =

(∑
m>0

1

mp

)(∑
n>0

1

nq

)

=

( ∑
m>n>0

+
∑

n>m>0

+
∑

m=n>0

)
1

mpnq
= ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p+ q)
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などである. 後者は反復積分表示からくる積構造であり, 反復積分の積は反復積分の線形和になると
いうRee [21]の一般的な定理に基づくものである. たとえば

ζ(2)ζ(2) =

(∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

)(∫ 1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt4
1− t4

)
=

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt4
1− t4

+

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt4
1− t4

+

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt4
1− t4

∫ t4

0

dt2
1− t2

+

∫ 1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt4
1− t4

+

∫ 1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt4
1− t4

∫ t4

0

dt2
1− t2

+

∫ 1

0

dt3
t3

∫ t3

0

dt4
1− t4

∫ t4

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

= 2ζ(2, 2) + 4ζ(3, 1)

など, 微分形式の順序をそれぞれ保つシャッフル（トランプのシャッフルと同じ）全体をわたる和とな
り, MZVの積は再びMZVの和となる. これらの 2通りの積で線形和に書き下したものは必ず異なっ
たものになっている. （シャッフル積で書き下したものは深さが一定のMZVの和となるが, 調和積で
は深さが異なるMZVの和となる.）これらの積構造によりMZVが生成する Q上のベクトル空間は
代数となる. その代数は一般にMZV代数 (MZV algebra), あるいは 2通りの ‘シャッフル積’構造
を持つことから複シャッフル代数 (double shuffle algebra)と呼ばれている.

重さ kのMZVが生成するQベクトル空間を

Z0 = Q, Z1 = 0, Zk =
∑

k1+···+kl=k
n≥1,k1≥2,k2,...,kl≥1

Qζ(k1, . . . , kl)

と定義する. 先述のMZVの積構造により Zk · Zl ⊂ Zk+lが成り立つことが分かる. また, この Zkに
関して Zagier [29] による以下の次元予想が有名である.

予想 1 (Zagierの次元予想, 1994). dimQZk = dk. ただし, 数列 {dk}は d0 = 1, d1 = 0, d1 = 1, dk =

dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)で与えられる.

重さ k のMZVは全部で 2k−2 個あるが, この次元予想は空間としては dk 次元であるといっている.

dk は 2k−2 と比べて大変小さいため, それだけ沢山の線形関係式があることを示唆している. また,

Goncharov [7] や寺杣 [27]により, 以下のことが示されている.

定理 1 (Goncharov, 寺杣). dimQZk ≤ dk.

これにより, MZVの間に沢山（各重さ kごとに少なくとも 2k−2 − dk個）の線形関係式が成り立つこ
とが証明されたことになる. さらに, MZV代数の直和予想と言うものもある. （たとえば [6]参照.）

予想 2 (直和予想).
∑

k≥0Zk =
⊕

k≥0Zk.

すなわち,異なる重さのMZVの間には関係式は存在しないだろうというものである. 両予想ともMZV

のQ上の線形独立性などの問題を孕んでおり, 極めて難しい予想であると思われている.

本稿では, これまでに研究されたMZVの間に成り立つ具体的な関係式族について, その代表的なも
のを, M. Hoffman によるMZVの代数的定式化のことばを用いて述べ, ‘関係式族の関係’（とりわけ
双対公式周辺）に関する問題をいくつか提起する.
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2 Hoffmanによる代数的定式化

Hoffman [10]により導入された, MZVの代数的定式化について述べる.

2変数非可換多項式環 H = Q⟨x, y⟩の部分環 H1,H0をそれぞれ

H ⊃ H1 : = Q+ Hy ⊃ H0 : = Q+ xHy

とする. zk = xk−1y (k ≥ 1)とおく. Q-線形写像 Z : H0 → Rを Z(1) = 1および

Z(zk1 · · · zkl) = ζ(k1, . . . , kl) (k1 ≥ 2)

で定める. MZVの関係式を具体的に記述するということは kerZ の元を具体的に書き下すというこ
とにほかならない.

3 代表的な関係式

3.1 双対公式

H上の反自己同型 τ : H → Hを τ(x) = y, τ(y) = xとする. このとき, MZVの双対公式は以下で
述べられる.

定理 2. (1− τ)(H0) ⊂ kerZ.

この双対公式の証明はいくつか知られているが, 最も古典的なものは第 1節にも書いたようにMZV

の反復積分表示において変数変換を行うことで示される. （[16]も参照.）

例 1. x2y ∈ H0に対して, (1− τ)(x2y) = x2y − xy2より, ζ(3) = ζ(2, 1)を得る.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

双対公式 1 1 4 6 16 28 64 120 256 496 1024

3.2 大野関係式

非負整数 jに対し, Q-線形写像 σj : H
1 → H1を

σj(zk1 · · · zkl) =
∑

ϵ1+···+ϵl=j
ϵ1,...,ϵl≥0

zk1+ϵ1 · · · zkl+ϵl

で定義する. ただし zk = xk−1y (k ≥ 1)である. このとき, MZVの大野関係式は以下で述べられる1.

定理 3 (大野 [19]). 任意の非負整数 jに対し, σj(1− τ)(H0) ⊂ kerZ.

大野関係式は, j = 0のとき上記の双対公式, j = 1のときはHoffman関係式 ([9]), また任意の正整数
kに対し Z(σj(1− τ)(zk)) = 0であることはGranville [8]や Zagier（未出版の原稿）によりはじめて
示されその後何度も再証明されている和公式と呼ばれる関係式を導く, 大きな関係式族である.

1ここでの表記は [13]における表記に準ずる.
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例 2. 非負整数 jと x2y ∈ H0に対して,

σj(1− τ)(x2y) = σj(x
2y − xy2) = xj+2y −

∑
a+b=j

xa+1yxby

より,

ζ(j + 3) =
∑

a+b=j

ζ(a+ 2, b+ 1)

を得る. これは重さ j + 3, 深さ 2の和公式である.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

大野関係式 1 2 5 10 23 46 98 199 411 830 1691

3.3 巡回和公式

Hoffman-大野 [11]にて証明されたMZVの巡回和公式は, 田中-若林 [26]の中で ‘ポアソン代数’を
参考に代数的に定式化されたので, それについて紹介する. nを正の整数とする. HのH⊗(n+1)への作
用 ⋄を

a ⋄ (w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) = w1 ⊗ · · · ⊗ wn ⊗ awn+1,

(w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) ⋄ b = w1b⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn+1

(a, b, w1, . . . , wn+1 ∈ H)で定義する. Q-線形写像 Cn : H → H⊗(n+1)を

Cn(x) = x⊗ (x+ y)⊗(n−1) ⊗ y,

Cn(y) = −x⊗ (x+ y)⊗(n−1) ⊗ y

および
Cn(ww′) = Cn(w) ⋄ w′ + w ⋄ Cn(w′) (w,w′ ∈ H)

で定義する. 写像Mn : H
⊗(n+1) → HをMn(w1 ⊗ · · · ⊗ wn+1) = w1 · · ·wn+1とし, ρn = MnCnとす

る. また, Ȟ1を, 語 1と zk1 · · · zkl（ただし, ある番号 qに対し kq > 1）で生成される H1の部分代数
とする. このとき, 次を得る.

定理 4 (田中-若林 [26]). 任意の正整数 nに対し, ρn(Ȟ
1) ⊂ kerZ.

この定理の n = 1の場合がHoffmanと大野による巡回和公式である.

例 3. xy ∈ Ȟ1に対して,

ρ2(xy) = M2C2(xy)
= M2 (C2(x) ⋄ y + x ⋄ C2(y))
= M2 (xy ⊗ (x+ y)⊗ y − x⊗ (x+ y)⊗ xy)

= xy(x+ y)y − x(x+ y)xy = xyyy − xxxy

より, ζ(2, 1, 1) = ζ(4)を得る.
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【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

n = 1 1 2 4 6 12 18 34 58 106 186 350

n = 2 1 3 5 11 17 33 57 105 185 349

n = 3 1 3 7 13 26 48 91 167 319

n = 4 1 3 7 15 29 58 111 218

n = 5 1 3 7 15 31 61 122

n = 6 1 3 7 15 31 63

n = 7 1 3 7 15 31

n = 8 1 3 7 15

n = 9 1 3 7

n = 10 1 3

n = 11 1

3.4 （有限）複シャッフル関係式

H1上の積 ∗ : H1 × H1 → H1を, Q-双線形性および次の 2条件により定める.

i) 任意の w ∈ H1に対して, 1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

ii) 任意の正整数 p, qと任意の語 w,w′ ∈ H1に対して,

zpw ∗ zqw′ = zp(w ∗ zqw′) + zq(zpw ∗ w′) + zp+q(w ∗ w′).

この積 ∗は調和積と呼ばれ, H1上で結合的かつ可換な積である. 調和積に関するMZVの代数関係式
はMZVの級数表示からくる積構造で, 写像 Z が積 ∗に関して準同型であると言い換えられる.

次に, H上の積x : H× H → Hを, Q-双線形性および次の 2条件により定める.

i) 任意の w ∈ H1に対して, 1 x w = w x 1 = w,

ii) u, v ∈ {x, y}と任意の語 w,w′ ∈ Hに対して,

uw x vw′ = u(w x vw′) + v(uw x w′).

この積xはシャッフル積と呼ばれ, H1上で結合的かつ可換な積である. シャッフル積に関するMZV

の代数関係式はMZVの反復積分表示からくる積構造で, 写像Zが積xに関して準同型であると言い
換えられる.

これら 2つの積で線形に展開したものを等しいとした関係式が以下の複シャッフル関係式である.

定理 5. 任意の w,w′ ∈ H0に対し, Z(w ∗ w′ − w x w′) = 0.

例 4. xy ∗ xy = 2xyxy + xxxyおよび xy x xy = 4xxyy + 2xyxyの差をとれば, ζ(4) = 4ζ(3, 1)を
得る.

注意 1. 調和積の展開式に現れる項数はDelannoy数として知られている.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

（有限）複シャッフル関係式 0 1 2 7 16 40 92 200 429 902
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3.5 正規化された複シャッフル関係式

上記の（有限）複シャッフル関係式を拡張したのが, 井原-金子-Zagier [13]による正規化された複
シャッフル関係式である. ♯を積 ∗または積 xを表すものとし, H1

♯ , H0
♯ をそれぞれ H1, H0 の積を

♯ と見た可換代数とする. Hoffman [10] や Reutenauer [22] により同型 H1
♯
∼= H0

♯ [y] が知られてい
る. 写像 reg♯ : H

1
♯ → H0 を多項式としての定数項を取り出す写像とする. すなわち, H1

♯ ∋ w =

w0 + w1 ♯ y + w2 ♯ y♯2 + · · ·+ ws ♯ y♯s ∈ H0
♯ [y]であるとき, reg♯(w) = w0とする. このとき, 次が成

り立つ.

定理 6. w ∈ H0, w′ ∈ H1に対し, reg♯(w x w′ − w ∗ w′) ∈ kerZ.

例 5. xy x yxy = 2yxyxy+4yx2y2+2xy2xy+2xyxy2, xy ∗yxy = 2yxyxy+yx3y+xy2xy+x2yxy

より,

xy x yxy − xy ∗ yxy = 4yx2y2 + xy2xy + 2xyxy2 − yx3y − x2yxy.

yx2y2 = x2y2 x y − xyxy2 − 3x2y3, yx3y = x3y x y − xyx2y − x2yxy − 2x3y2であるから,

regx(xy x yxy − xy ∗ yxy)
= −4(xyxy2 + 3x2y3) + xy2xy + 2xyxy2 + (xyx2y + x2yxy + 2x3y2)− x2yxy

= 2x3y2 + xyx2y + xy2xy − 2xyxy2 − 12x2y3.

したがって, 2ζ(4, 1) + ζ(2, 3) + ζ(2, 1, 2) = 2ζ(2, 2, 1) + 12ζ(3, 1, 1)を得る.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

正規化された複シャッフル関係式 1 3 6 14 29 60 123 249 503 1012

3.6 導分関係式

井原-金子-Zagier [13]では, 正規化された複シャッフル関係式を導くとともに, それに含まれる関
係式族として以下の導分関係式を証明した. 正整数 nに対して ∂n : H → Hを H上の導分（すなわ
ちQ線形写像で Leibniz則 ∂n(ww

′) = ∂n(w)w
′ + w∂n(w

′)を満たすもの）を ∂n(x) = x(x+ y)n−1y,

∂n(y) = −x(x+ y)n−1yとする. このとき, 以下が成り立つ.

定理 7. 任意の正整数 nに対し, ∂n(H
0) ⊂ kerZ.

例 6. xy ∈ H0に対して,

∂2(xy) = ∂2(x)y + x∂2(y) = x(x+ y)y2 − x2(x+ y)y = xy3 − x3y

であるから, ζ(2, 1, 1) = ζ(4)を得る.

注意 2. ∂1 = τσ1τ − σ1が成立し, これがHoffman関係式 ([9])を与えている. すなわち, 導分関係式
はHoffman関係式の代数的な拡張（のひとつ）である.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

導分関係式 1 2 5 10 22 44 90 181 363 727 1456 2912
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3.7 一般導分関係式

Zagier [28]や金子 [15]において, Connes-Moscoviciのホップ代数 ([1])を参考にして上記の導分
関係式の一般化が予想され, 田中 [24]においてその予想が証明された. c ∈ Qとする. Q線形写像
θ(c) : H → Hを θ(c)(x) = x2 + 1

2(xy + yx), θ(c)(y) = y2 + 1
2(xy + yx)および w,w′ ∈ Hに対し

θ(c)(ww′) = θ(c)(w)w′ + wθ(c)(w′) + c∂1(w)H(w′)

で定義する. ただし, Q線形写像H : H → Hは Hの語 wに対しH(w) = deg(w)wとする. さらに正
整数 nに対し,

∂(c)
n =

1

(n− 1)!
ad(θ(c))n−1(∂1)

とする. ただし ad(θ)(∂) = [θ, ∂] = θ∂ − ∂θである. （c = 0のときが上記の導分 ∂nであることが確
かめられる: ∂

(0)
n = ∂n.）このとき, 以下が成り立つ.

定理 8. 任意の c ∈ Qと任意の正整数 nに対し, ∂
(c)
n (H0) ⊂ kerZ.

例 7. xy ∈ H0に対して,

∂
(c)
2 (xy) = (xyyy − xxyy − xyxy)c+ xyyy − xxxy

と計算される. したがって ζ(2, 1, 1) = ζ(3, 1) + ζ(2, 2), ζ(2, 1, 1) = ζ(4)を得る.

【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

一般導分関係式 (c ∈ Qは任意) 1 2 5 10 23 46 98 200 410 830 1679

3.8 川島関係式

川島 [18]では Newton級数の解析的な性質からMZVの間の関係式を導いている. ここではこれ
までの代数的定式化に則して述べる. （[23]も参照.）正整数 p, qおよび w,w′ ∈ H1 に対し, 積 ∗̇を
zpw ∗̇ zqw

′ = zp+q(w ∗ w′)で定義する. また, φを H上の自己同型で φ(x) = x+ y, φ(y) = −yで定
まるものとする. このとき, 以下が成り立つ.

定理 9 (川島, 2009). 正整数mと w,w′ ∈ Hyに対し,∑
p+q=m
p,q≥1

Z (φ(w) ∗̇ yp)Z
(
φ(w′) ∗̇ yq

)
= Z

(
φ(w ∗ w′) ∗̇ ym

)
.

とくに, m = 1のとき
Lxφ (Hy ∗ Hy) ⊂ kerZ

が成り立つ. （ただし, Lxは Lx(w) = xw (w ∈ H)なるQ線形写像である.）これは線形関係式の族
であり, 川島関係式の線形部分とも呼んでいるものである.

例 8. Lxφ(y ∗ y) = Lxφ(2y
2 + xy) = Lx

(
2(−y)2 + (x+ y)(−y)

)
= Lx(y

2 − xy) = xy2 − x2yである
から, ζ(2, 1) = ζ(3)を得る.
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【関係式の個数表】

重さ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

川島関係式の線形部分 1 2 5 10 23 46 98 200 413 838 1713

川島関係式（積は調和積で展開） 1 2 5 12 25 55 113 235 480 977

川島関係式（積はシャッフル積で展開） 1 3 6 14 29 60 123 249 503 1012

3.9 アソシエーター関係式

ここではDrinfel’dアソシエーターを形式的に定義する. 詳細は [3, 12, 20]などを参照されたい. C
代数準同型 g1 : C⟨⟨X,Y ⟩⟩ → C[[ξ, η]]⟨⟨X,Y ⟩⟩をX 7→ X − ξ, Y 7→ Y − ηで定義する. また, C線形
写像 g2 : C[[ξ, η]]⟨⟨X,Y ⟩⟩ → C⟨⟨X,Y ⟩⟩を ηqMξp 7→ Y qMXp (p, q ≥ 0,M は不定元X,Y で作られる
語)と定義する.

Φ0(X,Y ) = 1 +
∑
n≥1

∑
k1≥2,

k2,...,kn≥1

(−1)nζ(k1, . . . , kn)X
k1−1Y · · ·Xkn−1Y (∈ R⟨⟨X,Y ⟩⟩)

とおくとき, Drinfel’dアソシエーター Φ(X,Y )は

Φ(X,Y ) = g2 ◦ g1(Φ0(X,Y ))

で与えられる.

例 9. Drinfel’dアソシエーターの低次の項は下記のようになる：

Φ(X,Y ) = 1− ζ(2)(XY − Y X)− ζ(3)(X2Y − 2XYX + Y X2) + ζ(2, 1)(XY 2 − 2Y XY + Y 2X)

− ζ(4)(X3Y − 3X2Y X + 3XYX2 − Y X3)

+ ζ(3, 1)(X2Y 2 − 2XY 2X − 2Y X2Y + 4Y XY X − Y 2X2)

+ ζ(2, 2)(XYXY −XY 2X − Y X2Y + Y XY X)

− ζ(2, 1, 1)(XY 3 − 3Y XY 2 + 3Y 2XY − Y 3X)

− · · · .

定理 10 (アソシエーター関係式 [3]). Drinfel’dアソシエーター Φ(X,Y )は以下を満たす：

i) （group like元）環準同型∆: C⟨⟨X,Y ⟩⟩ → C⟨⟨X,Y ⟩⟩ ⊗ C⟨⟨X,Y ⟩⟩を

X 7→ X ⊗ 1 + 1⊗X, Y 7→ Y ⊗ 1 + 1⊗ Y

で定義する. このとき, ∆ (Φ(X,Y )) = Φ(Y,X)⊗ Φ(Y,X)が成り立つ.

ii) （2項関係式）Φ(X,Y )Φ(Y,X) = 1.

iii) （6項関係式）A+B + C = 0のとき, eπ
√
−1AΦ(C,A)eπ

√
−1CΦ(B,C)eπ

√
−1BΦ(A,B) = 1.

iv) （5項関係式）C⟨⟨Xij⟩⟩1≤i̸=j≤5の同値関係∼を以下の 4つの式で定義する：
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– Xij = Xji ♯{i, j} = 2,

– [Xij , Xik +Xkj ] = 0 ♯{i, j, k} = 3,

– [Xij , Xkl] = 0 ♯{i, j, k, l} = 4,

–
∑

1≤j≤5,j ̸=iXij = 0 i = 1, 2, 3, 4, 5.

このとき C⟨⟨Xij⟩⟩1≤i̸=j≤5/ ∼において

Φ(X34, X45)Φ(X51, X12)Φ(X23, X34)Φ(X45, X51)Φ(X12, X23) = 1.

注意 3. アソシエーターが group like元であることはシャッフル積に関するMZVの代数関係式に同
値である. また, 2項関係式はMZVの双対公式と同値である. さらに, アソシエーター関係式が正規
化された複シャッフル関係式を含んでいることが Deligne-寺杣 [2]や古庄 [4]により, 5項関係式が 6

項関係式を含んでいることが古庄 [5]によりそれぞれ知られている.

4 課題

第 3に挙げたMZVの関係式族はそれぞれさまざまな手法を用いて導かれたものであり, 関係式族
同士の関係は知られていないものも多い. 本節では「関係式族の関係」についてこれまでに知られて
いる事実といくつかの予想についてまとめる.

まず, 以下の予想を述べておく.

予想 3. 正規化された複シャッフル関係式, アソシエーター関係式および川島関係式は, すべて同値だ
ろう. またそれらはMZVの関係式すべてを記述しているだろう.

つまり, これらの 3つの関係式族はそれぞれ重さ kのMZV代数の次元を Zagierの予想次元 dk（定
理 1参照）まで落とすだろうと予想されている. 数値計算により, 複シャッフル関係式は重さ 20まで
([17]), 川島関係式も重さ 12までは正しいことが（筆者の Risa/asirを用いた計算で）分かっている.

アソシエーター関係式が正規化された複シャッフル関係式を含んでいることが Deligne-寺杣 [2]や古
庄 [4]により知られていることは先述したが, その逆は未解決である. また, 川島関係式と他の 2つと
の包含関係は全て未解決である.

それ以外の関係式についての包含関係で現在までに知られているものは以下の通りである.

• 有限複シャッフル関係式, 導分関係式（したがってHoffman関係式）, 和公式は正規化された複
シャッフル関係式に含まれている.

• 双対公式はアソシエーター関係式に含まれている.

• 双対公式, 導分関係式, 和公式は大野関係式に含まれている.

• 大野関係式, 一般導分関係式, 巡回和公式は川島関係式の線形部分に（したがって川島関係式に）
含まれている.

ほかにも, 双対公式と導分関係式をあわせた関係式族は大野関係式と同値であることが知られている
([13]). 双対公式と一般導分関係式をあわせた関係式族は川島関係式の線形部分に等しいだろうとの
予想があるが, これは未解決である.（低い重さのところでは正しいことが Risa/asirを用いた実験か
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ら分かっている.）また, 双対公式, 一般導分関係式, 巡回和公式は正規化された複シャッフル関係式に
含まれているはずであるが, 未だ解かれていない. ただ, 双対公式については梶川 [14]によって以下の
部分的な結果が示されている：

定理 11 (梶川, 2006). 重さ, 深さ, 高さを固定したMZVの和に関する双対公式は導分関係式（した
がって正規化された複シャッフル関係式）に含まれている.

これとは別の系列で, 重さ, 深さおよび（高さの代わりに）k1（インデックスの最初の数）を固定した
MZVの和についても同様の主張が正しそうなことが実験により分かっている（[24]参照）.
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