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1 関数空間
1.1 関数のノルムと内積
複素数値関数 f (x)の絶対値の 2乗 | f (x)|2 の面積の正の平方根を f (x)のノルムといい，‖ f ‖であらわす．

‖ f ‖ =
√∫ ∞

−∞
| f (x)|2 dx (1.1)

積分が ‖ f ‖ = 0となるのは，xのとるに足らない (質量が 0の)集合を除いて f (x)= 0であるような場合である．
2つの複素数値関数 f (x), g(x)の内積 f ◦ gは次のように定義する．

f ◦ g =
∫ ∞

−∞
f (x) g(x)dx (1.2)

f (x)は f (x)の共役複素数であり，g ◦ f = f ◦ g, ‖ f ‖ =√
f ◦ f が成り立つ．λを複素数とすると，

(λ f )◦ g = f ◦ (λg)=λ( f ◦ g)

が成り立つ．
f ◦ gが実数である場合に限って g ◦ f = f ◦ gが成り立つ．特に，f ◦ g = 0なら g ◦ f = 0である．f ◦ g = 0の

場合 f (x)と g(x)は「直交」しているという． f (x)と g(x)が直交している場合は，「三平方の定理」

‖ f + g‖2 = ‖ f ‖2 +‖g‖2 (1.3)

が成り立つが，一般には

‖ f + g‖2 = ‖ f ‖2 +‖g‖2 + f ◦ g+ g ◦ f = ‖ f ‖2 +‖g‖2 + f ◦ g+ f ◦ g

= ‖ f ‖2 +‖g‖2 +2ℜ( f ◦ g)
(1.4)

となる．ℜ( f ◦ g)は f ◦ gの実部を取ることを意味する．したがって，(1.3)が成り立っていても，f ◦ gの虚部が
0でない可能性があるので， f (x)と g(x)が直交しているとは限らない．
内積は積分で定義されているので，収束を保証するため，関数は無限遠で充分速く 0に収束するとする．す
ると次の等式が成り立つ． (

i
df
dx

)
◦ g = f ◦

(
i
dg
dx

)
(1.5)

これは部分積分をおこなえば確かめることができる．i=
p−1である．

■練習 ２次元の複素数ベクトルで，三平方の定理が成り立っても内積が 0にならない例をいくつか示せ．

1.2 コーシー-シュワルツの不等式
次のコーシー-シュワルツの不等式は重要である．

‖ f ‖‖g‖≧ ∣∣ f ◦ g
∣∣ (1.6)
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等号が成り立つのは， f (x)と g(x)が 1次従属，すなわち af (x)+ bg(x) = 0となるような複素数 a,bがある場
合である．これを示そう．

f (x) = 0 または g(x) = 0 の場合は明らかに等号が成り立つ． f (x) も g(x) も 0 ではない場合を考えよう．
‖ f ‖ 6= 0, ‖g‖ 6= 0であるから，

u(x)= 1
‖ f ‖ f (x), v(x)= 1

‖g‖ g(x)

とすれば，‖u‖ = ‖v‖ = 1である．t = v◦u, w(x)= u(x)− tv(x)とすれば，v◦w = v◦u− t = 0となるので，w(x)

と tv(x)は直交していて，
u(x)= tv(x)+w(x)

であるので，(1.3)を適用することができ，

‖u‖2 = |t|2‖v(x)‖2 +‖w‖2, ∴ 1≧ |t| = ∣∣v◦u
∣∣

これに ‖ f ‖‖g‖を掛ければ(1.6)になる．等号が成り立つ場合は w(x)= 0,すなわち u(x)= tv(x)である．これは
f (x)と g(x)が 1次従属な場合である．

1.3 単位インパルス
ディラックのデルタ関数 δ(x)は，点 x = 0に集中した面積 1の関数である．幅が限りなく小さいのに面積が

1であるので，高さは限りなく高い. δ(x)を横に ξだけずらして δξ(x)とする．すなわち，

δξ(x) = δ(x−ξ). (1.7)

これは点 x = ξに集中していて面積 1である．このような関数を単位インパルスという．
δξ(x)と任意の関数 f (x)の内積は関数値 f (ξ)になる．

δξ ◦ f =
∫ ∞

−∞
δ(x−ξ) f (x)dx = f (ξ). (1.8)

特に，単位インパルスどうしの内積は次のようになる．

δξ ◦δη = δη(ξ) = δ(ξ−η) (1.9)

ξ 6= ηならこれはゼロであり，δξ と δη は「直交」していることになる．内積を ξの関数として見ると，それは
ξ= ηに集中していて面積は 1である．この意味で δξ は「規格化」されている．

f (ξ)と単位インパルス δξ(x)の積の ξによる総和 (ξは連続だから積分になる)は，∫ ∞

−∞
δξ(x) f (ξ)dξ=

∫ ∞

−∞
δ(x−ξ) f (ξ)dξ = f (x). (1.10)

このように，δξ から任意の関数が再構成されることを指して「完全」という．そこで，δξ は全体として「完全
正規直交基底」を成しているという． f (ξ)を δξ(x′)と置いてみると，∫ ∞

−∞
δξ(x)δξ(x′)dξ = δ(x− x′). (1.11)

これも「完全性」という．
δξ は自明な正規直交基底であるが，次に，他の正規直交基底であるフーリエ関数系について考える．
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1.4 フーリエ展開
x →±∞で「おとなしい」任意の関数 f (x)に対して，次のフーリエ (Fourier)の積分公式が成り立つ．

1
2π

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dx f (x) exp(i xy)= f (0). (1.12)

積分の順序を変えて次のように書き直してみる．∫ ∞

−∞

[
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(i xy)dy

]
f (x)dx = f (0).

これを式(1.8)と比較すれば，[ 1
2π

∫ ∞
−∞exp(i xy)dy

]は δ(x)に等しいことがわかる．すなわち，

1
2π

∫ ∞

−∞
exp(i xy)dy= δ(x). (1.13)

exp(ikx)
/p

2πを Gk(x)と書き，Gk と Gk′ の内積を式(1.13)を使って計算すると，

Gk(x) = exp(ikx)p
2π

.

Gk ◦Gk′ = 1
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
i(k′−k)x

)
dx

= δ(k′−k).

よって，Gk は δξ と同様の正規直交系になっている．これをフーリエ関数系と呼ぶ．次のように，Gk は完全
でもある．

∫ ∞

−∞
Gk(x)Gk(x′)dk = 1

2π

∫ ∞

−∞
exp

(
ik(x− x′)

)
dk

= δ(x− x′). (1.14)

式 (1.14)から次の反転公式が導かれる (フーリエの積分公式から直接出す方が早いが)．∫ ∞

−∞
Gk(x)

[
Gk ◦ f

]
dk =

∫ ∞

−∞
Gk(x)

∫ ∞

−∞
Gk(x′) f (x′)dx′dk

=
∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
Gk(x)Gk(x′)dk

]
f (x′)dx′ =

∫ ∞

−∞
δ(x− x′) f (x′)dx′

= f (x). (1.15)

f (x)の Gk 成分 Gk ◦ f をフーリエ成分と呼び， f̃ (k)と書く．

f̃ (k)=Gk ◦ f = 1p
2π

∫ ∞

−∞
exp(− ikx) f (x)dx (1.16)

反転公式 (1.15)は次のようにも書ける．

f (x)=
∫ ∞

−∞
Gk(x) f̃ (k)dk = 1p

2π

∫ ∞

−∞
exp(ikx) f̃ (k)dk =Gx ◦ f̃ . (1.17)

f (x)から f̃ (k)への変換はフーリエ展開と言ったり，スペクトル分解と言ったりする．f (x)から f̃ (k)への変換
とその逆の変換の一方をフーリエ変換といい，もう一方を逆フーリエ変換というが，どちらがどうかはどうで
もよい．
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■練習 フーリエ変換を続けて２回おこなうと，

˜̃f (x)= 1p
2π

∫ ∞

−∞
dkexp(− ikx) f̃ (k)

= 1p
2π

∫ ∞

−∞
dkexp(− ikx)

1p
2π

∫ ∞

−∞
dx′ exp(− ikx′) f (x′)

= f (−x)

となることを示せ．

1.5 超関数（distribution）
1.5.1 線形汎関数
複素数値関数 f (x)と φ(x)の積の定積分 ∫ ∞

−∞
f (x)φ(x)dx (1.18)

を考えよう．この積分の値は複素数になるが， f (x)を固定し φ(x)をいろいろな関数に変えるとこの積分の値
は変化する．したがって，この積分を複素数値関数 φ(x)から複素数への変換と見ることができる．単なる掛け
算と積分の線形性を考えれば，この変換が線形であることは自明である．∫ ∞

−∞
f (x)

(
aφ(x)+bφ(x)

)
dx = a

∫ ∞

−∞
f (x)φ(x)dx+b

∫ ∞

−∞
f (x)φ(x)dx

関数 φ(x)から複素数へ線形変換を「線形汎関数」という．たとえば，φ(x)から φ(0)への変換や，φ(x)から
φ′(0)への変換も線形汎関数である．しかし，これらは(1.18)のように積分を使って書き表すことはできない．
そのため，線形汎関数を 〈 f ,φ〉のように書くことにする．(1.18)で表される場合は，同じ f を普通の関数の意
味にも汎関数の意味にも使って同一視する．

1.5.2 関数と超関数
φ(x)にいろいろ条件を付けてある程度狭い関数空間に閉じ込めるようにすると，線形汎関数に微分やフーリ
エ変換のような操作をかなり自由に行うことができる．これを「超関数 (distribution)」と呼ぶ．この条件は，
φ(x)が無限回微分可能であること，および，φ(x)の任意階微分が |x|→∞において x−1, x−2, ... よりも速く 0

に収束することである．このような条件のもとで，普通の関数の微分の超関数を計算してみると，

〈 f ′,φ〉 =
∫ ∞

−∞
f ′(x)φ(x)dx = f (x)φ(x)

∣∣∣∞−∞−
∫ ∞

−∞
f (x)φ′(x)dx =−〈 f ,φ′〉

よって，超関数の微分を

〈 f ′,φ〉 =−〈 f ,φ′〉, 〈 f ′′,φ〉 = 〈 f ,φ′′〉, 〈 f ′′′,φ〉 =−〈 f ,φ′′′〉, ... (1.19)

と定義する．これによって，f (x)が普通の関数としては微分可能でない場合でも，超関数として微分すること
ができる．たとえば，デルタ関数については，〈δ,φ〉 =φ(0)であるから，

〈δ′,φ〉 =−〈δ,φ′〉 =−φ′(0), 〈δ′′,φ〉 =φ′′(0), 〈δ′′′,φ〉 =−φ′′′(0), ...
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次に， f (x)のフーリエ変換 f̃ (k)の超関数を計算しよう (変数は k)．

〈 f̃ (k),φ(k)〉 =
∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dx

exp(− ikx)p
2π

f (x)φ(k)

=
∫ ∞

−∞
dxf (x)

∫ ∞

−∞
dk

exp(− ikx)p
2π

φ(k)

=
∫ ∞

−∞
dxf (x)φ̃(x), φ̃(x)=

∫ ∞

−∞
dk

exp(− ikx)p
2π

φ(k)

φ̃(k)は φ(k)のフーリエ変換である．そこで，任意の超関数のフーリエ変換は次のように定義する．

〈 f̃ ,φ〉 = 〈 f , φ̃〉 (1.20)

1.5.3 関数列の収束
任意の超関数に対して，それに収束するような普通の関数の列を作ることができる．たとえば，

fn(x)=
√

n
π

exp(−nx2), n = 1,2, ...

とし，変数変換 x = x′/
p

nによって積分すると，∫ ∞

−∞
fn(x)dx = 1p

π

∫ ∞

−∞
exp(−x′2)dx′ = 1

これはよく知られたガウス積分である．また，x 6= 0なら，

lim
n→∞ fn(x)= 0 (x 6= 0)

すなわち，fn(x)は面積１を保ちながら x = 0以外で 0に収束する．このような関数列はデルタ関数に収束する．

lim
n→∞ fn(x)= δ(x)

fn(ax)の面積は，置換積分によって ∫ ∞

−∞
fn(ax)dx =

∫ ∞

−∞
fn(x′)

dx′

a
= 1

a

となるから， fn(ax)は δ(x)
/

aに収束する．そのため，

δ(ax)= 1
a
δ(x) (1.21)

である．

2 フーリエ変換の性質
2.1 スケール変更とシフト

W > 0とし， f
( x

W
)のフーリエ変換を計算すると，簡単な置換積分によって，

�
f
( x
W

)=W f̃ (Wk). (2.1)
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したがって，f (x)の横幅を拡大すると f̃ (k)の横幅は同じ割合で縮小する．このとき副作用として f̃ (k)は縦に
拡大する．これは変数のスケール変換である．

f (x−D)のフーリエ変換を計算すると，
ãf (x−D)= exp(− ikD) f̃ (k). (2.2)

したがって， f (x) を横にずらすと f̃ (k) にはこのずれを振動数とする振動が生じる．これは変数のシフトで
ある．
反対に，exp(iV x) f (x)のフーリエ変換を計算すると，

ãeiV x f (x)= f̃ (k−V ). (2.3)

exp(iV x)をラジオ放送の「搬送波」と考えると，これは信号による変調にあたる．

2.2 微分
f (x), f ′(x), . . . , f (M)(x)がみな可積分関数であれば， f (x), f ′(x), . . . , f (M−1)(x)は x →±∞においてゼロに近づ

くことが知られている．この場合， f (M)(x)のフーリエ変換を部分積分で計算することができ，
âf (M)(x)= (ik)M f̃ (k). (2.4)

また，xM f (x)が可積分であれば，
ãxM f (x)= iM f̃ (M)

(k). (2.5)

2.3 パーセバルの公式
フーリエ変換は正規直交基底の変換であるから「ユニタリー変換」であり内積を保存する．そこで次の

Perseval-Plancherelの公式が成り立つ (もちろん積分が収束するとしての話)．

f ◦ g = f̃ ◦ g̃,∫ ∞

−∞
f (x)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̃ (k) g̃(k)dk. (2.6)

特に，g = f とおくと，

‖ f ‖ = ‖ f̃ ‖

2.4 合成積の公式
f (x)を横に Y だけずらして縦に g(Y )倍に拡大して得られる f (x−Y ) g(Y )を Y に関して足し合わせると x

の関数になる．これを関数の合成積 ( convolution)といい，( f ∗ g)と書く．

( f ∗ g)(x)=
∫ ∞

−∞
f (x−Y ) g(Y )dY . (2.7)

f (X )に単位インパルス δx−Y (X )= δ
(
X − (x−Y )

)を作用させれば，上式の f (x−Y )が

f (x−Y )=
∫ ∞

−∞
f (X )δ

(
X − (x−Y )

)
dX
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のように得られるから，　 X -Y 平面全体に渡る積分

( f ∗ g)(x)=
Ï

dXdY f (X ) g(Y )δ(X +Y − x) (2.8)

で合成積を表すことができる．f (X )と g(Y )を掛けて作った 2変数の関数 f (X ) g(Y )をテンソル積という．合
成積はテンソル積を X -Y 平面の直線 X +Y = x (xを定数とする)の上で積分することによって変数を減らし
たものである．
２変数関数 f (X ) g(Y )のグラフを X -Y 平面で X 方向に −aだけずらすと f (X +a)g(Y )になる．これを直線

X +Y = xの上で積分するのは，関数をずらす代わりに直線をずらして X +Y = x+aとし，その上で積分する
のと同じである．したがって，f (x)を f (x+a)に変えると合成積は ( f ∗ g)(x+a)になる．Y 方向にずらす場合
も同じことになる．すなわち，(

f (x+a)∗ g(x)
)
(x)= (

f (x)∗ g(x+a)
)
(x)= (

f (x)∗ g(x)
)
(x+a) (2.9)

(2.8)を使って３つの関数の合成積 (( f ∗ g)∗h)(x)= ∫
( f ∗ g)(x−Z)h(Z)dZ を計算してみよう．

(( f ∗ g)∗h)(x)=
Ï

dX ′dZ
(Ï

dXdY f (X )g(Y )δ(X +Y − X ′)
)

h(Z)δ(X ′+Z− x)

=
Ñ

dXdY dZ f (X )g(Y )h(Z)
∫

dX ′δ(X +Y − X ′)δ(X ′+Z− x)

=
Ñ

,dXdY dZ f (X ) g(Y )h(Z)δ(X +Y +Z− x)

となる．よって結合則 (( f ∗ g)∗h)= ( f ∗ (g∗h))が成り立つ．交換則 ( f ∗ g)= (g∗ f )が成り立つのは(2.8)を見
るだけでわかる．また，(2.8)は f と gの両方について線形である．これは双線形という．
式(2.8)を使って ( f ∗ g)のフーリエ成分を計算してみる．

â( f ∗ g)(k)= 1p
2π

∫
dxexp(− ikx)

Ï
dXdY f (X ) g(Y )δ(X +Y − x)

= 1p
2π

Ï
dXdY exp

(− ik(X +Y )
)
f (X )g(Y )

= 1p
2π

∫
dX exp(− ikX ) f (X )

∫
dY exp(− ikY )g(Y )

∴ â( f ∗ g)(k)=
p

2π f̃ (k) g̃(k). (2.10)

すなわち，合成積のフーリエ変換はフーリエ変換の積であらわせる．フーリエ逆変換に関しても同様の計算が
でき，積のフーリエ変換はフーリエ変換の合成積であらわせることがわかる．

p
2π ã( f (x)g(x)

)
(k)= ( f̃ ∗ g̃)(k) (2.11)

■練習 f (x)= exp(−x2/2)と g(x)= exp(−x2/2)の合成積を直接計算せよ．また，上の公式を使い，フーリエ変
換と逆フーリエ変換によって f (x)と g(x)の合成積を求めよ．これらの関数のフーリエ変換については12ペー
ジを見よ．
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2.5 線形時不変システム
インプットとして xの関数 f (x)を与えたときアウトプット g(x)が

g(x)=
∫ ∞

−∞
u(ξ) f (x−ξ)dξ (2.12)

のように決まるシステムを線形時不変システム (linear time-invariant system)と呼ぶ．システムの応答は関
数 u(ξ)が決めている．これは合成積 (u∗ f )(x)に過ぎないので，アウトプットはインプットに対して線形であ
る．また，xを aだけずらすと，合成積は (

u(x)∗ f (x+a)
)
(x)= g(x+a)となるから，xの原点をどこに取って

もインプットとアウトプットの関係は不変である．
多くの単純な物理系を線形時不変システムとして扱うことができる．たとえば，x を時刻とし，ξ < 0 で

u(ξ) = 0とすると，(2.12)の u(ξ) f (x−ξ)は，インプット f (x)が何らかの過程を経て ξだけ遅れて強さが u(ξ)

倍になったものであり，複数のこのような過程が並行して起こっていて，それらの総和がアウトプットされて
いると考えることができる．
インプットを f (x)= δ(x)とした場合，(2.12)から，アウトプットは g(x)= u(x)になることがわかる．よって，

u(x)はシステムのインパルス応答であると言える．また，単一スペクトルの関数 exp(ikx)をインプットにす
ると，

g(x)=
∫ ∞

−∞
u(ξ)exp(ik(x−ξ))dξ= exp(ikx)

∫ ∞

−∞
u(ξ)exp(− ikξ)dξ

∴ g(x)= ũ(k)exp(ikx)

したがって，インパルス応答のフーリエ変換は周波数応答である．

■練習 インパルス応答が，x < 0のとき u(x)= 0, x ≥ 0のとき u(x)= exp(−γx)である線形時不変システムを
考える．周波数応答 ũ(k)を計算し，その実部と虚部のグラフを描け (k/γを横軸にするとよい)．

3 いろいろな関数のスペクトル
3.1 単色波・単振動

exp(ik0x)=
p

2πGk0 (x), Gk ◦Gk0 = δ(k−k0)

であるから，

ãexp(ik0x)=
p

2πδ(k−k0), ãexp(− ik0x)=
p

2πδ(k+k0),

ãcos(k0x)=
p

2π
2

δ(k−k0)+
p

2π
2

δ(k+k0), ãsin(k0x)=− i
p

2π
2

δ(k−k0)+ i
p

2π
2

δ(k+k0)
(3.1)

当然であるが，これらの関数のスペクトルは波数 k =±k0 に集中している．
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3.2 インパルス関数
式(1.13)から

δ(x)=
∫ ∞

−∞
1p
2π

Gk(x)dk, ∴ δ̃(k)= 1p
2π

(3.2)

これと，δξ(x)= δ(x−ξ)，および公式(2.2)より，

δ̃ξ(k)= 1p
2π

exp(− ikξ), ∴
∣∣∣δ̃ξ(k)

∣∣∣= 1p
2π

(3.3)

インパルス関数は全ての波数成分を同じ強さで持っている．

3.3 周期関数
周期 Lの周期関数は 2π/Lの整数倍の波数のフーリエ成分に展開できる．すなわち，f (x)を周期 Lの関数と

し，K = 2π/Lとすると，

f (x)=
∞∑

n=−∞
cn exp(iKnx) , cn = 1

L

∫ L/2

−L/2
exp(− iKnx) f (x)dx, K = 2π

L
(3.4)

基本の波数 K の整数倍のところにのみ制限されているので，このスペクトルは kを変数とするインパルス関
数 anδ(k−Kn)= anδKn(k)の集まりと考えることができる．実際，∫ ∞

−∞
exp(ikx)δ(k−Kn)dk = exp(iKnx)

と(3.4)から，

f (x)=
∞∑

n=−∞
cn

∫ ∞

−∞
exp(ikx)δ(k−Kn)dk =

∫ ∞

−∞
dk exp(ikx)

∞∑
n=−∞

cnδ(k−Kn)

となるので，an =p
2π cn とおけば，

f̃ (k)=
∞∑

n=−∞
anδ(k−Kn), an =

p
2π
L

∫ L/2

−L/2
exp(− iKnx) f (x)dx, K = 2π

L
(3.5)

3.4 櫛形関数
単位インパルスの和でできた周期 Lの関数を考える．グラフは櫛 (くし)を歯を上にして置いたものに似て

いる．
f (x)=

∞∑
n=−∞

δ(x−Ln)

この関数は x = 0, x =±L, x =±2L, ...に集中している．フーリエ展開の積分範囲は [−L/2,L/2]と取ればよいが，
この範囲には n = 0のインパルス δ(x)しか無い．よって，(3.5)から，

f̃ (k)=
p

2π
L

∞∑
n=−∞

δ (k−Kn) , K = 2π
L

, f (x)=
∞∑

n=−∞
δ(x−Ln) (3.6)
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櫛形の関数のスペクトルも櫛形であり，それらの周期の積は KL = 2πである． 次のように，これをより覚え
やすく修正することもできる．

f (x)=
p

L
∞∑

n=−∞
δ(x−Ln), KL = 2π =⇒ f̃ (k)=

p
K

∞∑
n=−∞

δ(k−Kn) (3.7)

L = 1とし，(3.4)を使って上と同じことをすれば，次のような基本的な式も得られる．
∞∑

n=−∞
δ(x−n) =

∞∑
n=−∞

exp(i2πnx) =
∞∑

n=−∞
exp(− i2πnx) (3.8)

(3.8)に一般の関数 f (x)を掛けて xで積分すると，印象的な「ポアソンの和公式」になる．
∞∑

n=−∞
f (n)=

∞∑
n=−∞

F(n), ただしF(ν)=
∫ ∞

−∞
exp(− i2πνx) f (x)dx (3.9)

3.5 矩形関数
矩形関数 fa(x)を次のように定義する.

fa(x)=
{

1
2a (−a < x < aのとき)
0 (その他のとき)

aを 0に近づけると x 6= 0で 0になるが，面積は１のままなので，デルタ関数に収束するものの例である．sinc

関数 sinc x = sin x
x を使うと，フーリエ変換は

f̃a(k)= 1p
2π

sinc(ak)

sinc(ak)の最大のピークは k = 0にあり，その両側の k =±π/aで 0に下がるから，π/aをピークの半幅と考え
ることができる． fa の半幅 aに対して， f̃a(k)の半幅は π/aである．

3.6 ローレンツ型関数
kの関数 exp(−|k|)は左右対称で k →±∞で 0に収束する．逆フーリエ変換をしてみよう．

1p
2π

∫ ∞

−∞
exp(−|k|)exp(i xk)dk = 1p

2π

∫ ∞

−∞
exp(−|k|+ i xk)dk

= 1p
2π

(∫ ∞

0
exp(−k+ i xk)dk+

∫ ∞

0
exp(−k′− i xk′)dk′

)
= 1p

2π

(
− 1
−1+ i x

− 1
−1− i x

)
=

√
2
π

1
1+ x2

したがって，
â1
1+ x2 =

√
π

2
exp(−|k|) (3.10)

変数をスケール変換すると，a > 0の場合，
ãa2

a2 + x2 = a
√

π

2
exp(−a |k|) (3.11)

左辺の関数はローレンツ型である．この関数のフーリエ変換を積分で求めるには複素積分を使う必要がある．
しかし，ここでは逆変換の計算によってフーリエ変換の確認ができている．
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3.7 ガウス型関数
ガウス型関数は f (x)= exp(−ax2)の形のものである (a > 0)．次の積分はよく知られている．∫ ∞

−∞
exp(−ax2)dx =

√
π

a
,

∫ ∞

−∞
xexp(−ax2)dx = 0,

∫ ∞

−∞
x2 exp(−ax2)dx = 1

2a

√
π

a
(3.12)

フーリエ変換を計算しよう．

f̃ = 1p
2π

∫ ∞

−∞
exp(−ax2)exp(− ikx)dx = 1p

2π

∫ ∞

−∞
exp(−ax2 − ikx)dx

括弧の中を −a(x−b)2 + cの形にすれば，exp(−a(x−b)2)の積分を行えばよいことになる．

f̃ = 1p
2π

exp
(
− k2

4a

)
I, I =

∫ ∞

−∞
exp

(
−a

(
x+ ik

2a

)2)
dx =

∫ ∞+ik/2a

−∞+ik/2a
exp(−az2)dz

この積分は複素平面の直線 ℑz = k/2aに沿って行うものであるが，積分路を実軸上に移動しても積分値は変わ
らない．なぜなら，zの実部と虚部を x, yとすると，∣∣exp(−az2)

∣∣= exp(−ax2 +ay2)

より，limx→±∞ exp(−az2)= 0となり，しかも exp(−az2)は複素平面の有限領域で正則だからである．このよ
うな複素積分については，後の付録で説明している．以上より，

ãexp(−ax2)=
√

1
2a

exp
(
− k2

4a

)
(3.13)

ここで cをパラメータとする xの関数 F(c; x)を

F(c; x)= 1√
c
p
π

exp
(
− x2

2c2

)
(3.14)

と定義すると，ノルムとフーリエ変換について，次のようなシンプルな関係が得られる．

‖F(c; x)‖ = 1, âF(c; x)= F(c−1;k) (3.15)

■練習 (3.12)の左端の積分から右端の積分を求める方法を２通り考えよ．

■練習 xの関数 F(c; x)のグラフの変曲点を求めよ．

4 フーリエ変換の相補性と最小波束
4.1 関数とスペクトルの広がり

(3.14)の F(c; x)に(3.12)を適用すると，∫ ∞

−∞
|F(c; x)|2dx = 1,

∫ ∞

−∞
x|F(c; x)|2dx = 0,

∫ ∞

−∞
x2|F(c; x)|2dx = c2

2
(4.1)
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これらと(3.15)によれば，|F(c; x)|2 は期待値 0,標準偏差 σx = c/
p

2の正規分布函数，âF(c; x)は期待値 0,標準
偏差 σk = 1/(

p
2c)の正規分布函数になっている．標準偏差 σの正規分布では −σx < x <σx の確率は約 68パー

セントであるから，F(c; x)のパワーの 68パーセントが ±σk の間のスペクトル領域に集中していることになる．
ガウス型ではない関数についても，σx と σk を上と同様に定義することができ，それぞれ関数と関数のスペ

クトルの広がりの幅をあらわす．ノルムが 1の一般の複素数値函数 u(x)では，µx, µk, σx > 0, σk > 0を

µx =
∫ ∞

−∞
x
∣∣u(x)

∣∣2dx, µk =
∫ ∞

−∞
k

∣∣ũ(k)
∣∣2dk

σx
2 =

∫ ∞

−∞
(x−µx)2

∣∣u(x)
∣∣2dx, σk

2 =
∫ ∞

−∞
(k−µk)2

∣∣ũ(k)
∣∣2 dk

(4.2)

としたとき，

σxσk ≧
1
2

(4.3)

が成り立つことを示すことができる，これはフーリエ変換の不確定性関係，あるいは相補性と呼ばれる．上の
等号は u(x)が次の形である場合にのみ成り立つ．

u(x)= F(c; x− x0)exp(ik0x) (4.4)

このとき，µx = x0, µk = k0, σx = c/
p

2, σk = 1/(
p

2c)となる．このようなものを「最小波束」と呼ぶ．

4.2 相補性の導出
文字の節約のため，

k̂ =− i
d
dx

とする．これは微分演算子である．関数は無限遠で 0になるとする．すると，部分積分によって

(k̂ f (x))◦ g(x)= f (x)◦ k̂g(x)

iが付いているため符号は変わらない．このような k̂の性質をエルミート性という．
(4.2)式で使われている記号と

∆x = x−µx, ∆k = k−µk, ∆k̂ = k̂−µk

を使おう．(2.4)とパーセバルの公式(2.6)などから，

�̂ku(x)= kũ(k),

µk = ũ(k)◦kũ(k)= u(x)◦ k̂u(x), µx = u(x)◦ xu(x),

σk
2 = (

∆kũ(k)
)◦ (

∆kũ(k)
)= (

∆k̂u(x)
)◦ (

∆k̂u(x)
)
, σx

2 = (
∆xu(x)

)◦ (
∆xu(x)

)
∆xu(x)と ∆k̂u(x)にコーシー-シュワルツの不等式を適用する．A =∆xu ◦∆k̂uとおくと，

σxσk ≧ |A|, A =∆xu ◦∆k̂u

Aの虚部は次のようになる．

ℑA = 1
2i

(A− A)= 1
2i

(∆xu ◦∆k̂u−∆k̂u ◦∆xu)= 1
2i

(
u ◦ (∆x∆k̂−∆k̂∆x)u

)
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ここで k̂のエルミート性を使っている．∆x = x−µx と ∆k̂ = k̂−µk を入れてさらに計算すると，

ℑA = 1
2i

(
u ◦ (xk̂− k̂x)u

)= 1
2i

i= 1
2

ここでは k̂xu =− i d
dx xuを計算した．複素数の絶対値は虚部の絶対値を下回らないから，

σxσk ≧ |A|≧ 1
2

等号がすべて成立するには，まず，コーシー-シュワルツの不等式において，tを複素数として，∆xu(x)= t∆k̂u(x)

が成り立たなければならない．さらに Aの実部が 0であることも必要であるが，それには tが純虚数であれば
よい．すなわち λを実数とすると，∆xu(x)= iλ∆k̂u(x)．この条件を満たし無限遠で 0になる u(x)が最小波束
である．その計算は，１階微分方程式を解くだけなので容易である．その結果は(4.4)の形になる．

5 付録 — 複素積分
5.1 極と留数
たとえば，f (x)= 1

(x−1)(x+2) は点 x = 1で絶対値が無限大に発散する．これは xが複素数の値をとるとしても
同じである．このような点を「極」という．(x−1) f (x)は x = 1では発散しないし，いくらでも微分することが
できる．そこで，x = 1でのテーラー展開を求めると，(x−1) f (x)= 1

3 − x−1
9 + (x−1)2

27 − (x−1)3
81 +·· · となる．した

がって，
f (x)= 1/3

x−1
− 1

9
+ (x−1)

27
− (x−1)2

81
+·· ·

この展開はローラン展開という．一般に，極 aでのローラン展開の (x−a)−1 の係数を極 aの「留数」という．
上の例では，極 1の留数は 1/3である．
一般にはさらに低次の項があってもよい．極 aでのローラン展開の (x−a)−n の項が最低次の項であれば，a

は n位の極であるという．1位の極では， f (x)に x−aをかけると発散が治まり，極限 lim
x→a

(x−a) f (x)によっ
て留数が得られる．2位以上の極でも留数は −1次の項の係数であるが，求め方はもっと複雑だろう．

5.2 複素関数
独立変数 xや式の係数が複素数である場合でも，上のことは同じである．極は複素平面上の点であり，実軸
上にあるとは限らない．留数も実数であるとは限らない．普通，複素変数は xではなく zであらわす．複素関
数の微分係数は，実数の関数と同様，

f ′(z)= lim
h→0

f (z+h)− f (z)
h

(5.1)

で定義される．hは複素平面のあらゆる方向からゼロに近づく．どの方向から来ても同じ極限値が与えられる
場合，zにおいて微分可能である．ある領域全体で微分可能ならその領域で正則であるという．実数関数の微
分や無限級数に関する公式のほとんどは複素関数にも使える．

5.3 複素積分と留数
複素平面上の連続曲線 Cにそった積分 ∫

C f (z)dzを考える．曲線上の点 zを実数の媒介変数 sの関数と考え
ると，積分は具体的に ∫ s2

s1
f (z) dz

ds dsと書ける．s1 と s2 は sの初期値と終了値である．
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f (z)= (z−a)m を点 aを取り囲んで一周する閉曲線上で反時計回りに積分する．z−aを ζと書く．d
ds [ζm+1]=

(m+1)ζm dζ
ds であるから，m 6= −1の場合は，∫

ζm dζ
ds ds = 1

m+1ζ
m+1 となる．この場合は，一周して元に戻ると

ζ(s2)= ζ(s1)であるから，周回積分はゼロである．
m =−1の場合は，不定積分は上のような簡単な関数にはならない．ζを偏角 θと絶対値 rで ζ= reiθ とあら

わすと， dζ
ds = i reiθ dθ

ds + eiθ dr
ds となるから，ζ−1 dζ

ds = i dθ
ds + 1

r
dr
ds であり，次の不定積分が得られる．∫

ζ−1 dζ
ds

ds = iθ+ log r (5.2)

これを使って一周分の積分を求める．積分路を一周すると rは元に戻るので第 2項は消える．しかし，θは一
周で 2πだけ増加するので，第 1項は消えず 2iπが残る．
以上の議論から，極の回りを反時計回りに一周する経路での積分は，その極の留数の 2iπ倍であることがわ

かる．もし積分経路の内側に複数の極があるなら，これらすべての極の留数の和をとって 2iπ倍すれば積分値
が得られる．

5.4 微小円弧での積分

α

r
a

1位の極 aを中心とする円弧上での積分を考え，円弧の半径を小さくしていったときの極限を求める．円弧
の半径を小さくしていくと，ζ−1 の項が大きくなって主要な項となり，他の項からの寄与は消えてしまう．し
たがって，不定積分 (5.2)から積分値を求めることができる．円弧が張る角度を αとすると，積分路の始点と
終点で rは変らないが，θは αだけ変化するので，積分値は留数の iα倍となる．経路の向きが時計回りの場
合は負号を付ける．

5.5 1位の極を通過する経路での主値積分
積分経路の上に 1位の極があるとする．極からの距離が ε(ε> 0)以内の部分を除外して積分を行った後で，ε

をゼロに持っていく．このようにして得られるものを主値積分という．

a

ε B

C

1位の極 aを通る閉じた反時計回りの積分経路を考え，内側と経路上には他の特異点は無いとし，極の近く
では経路は直線であると考える．極からの距離が ε以内の部分を切り取った残りの部分を経路 Cとする．経
路の切れている部分を図の点線で示すように半円弧 Bでつないでみる．極が外側に来るようにする．この経
路 Bは極 aから見て時計回りであり，円弧の張る角度は πであり，半径 εは小さいので，そこでの積分値は
− iπRa である．ただし，Ra は aにおける留数．Bと Cよりなる閉じた経路の上にもその内部にも特異点は無
いから，全経路での積分値はゼロになる．そこで，経路 Cでの積分値は iπRa でなければならない．これが求
める積分値である．
経路が極のところで折れ曲がっている場合も同様に考えて計算すると，iαRa となる．ただし，αは折れ曲
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がりの角度である．

5.6 無限に大きくなる経路

0
ϕ

R

R

−R

z = Reiϕ
iR

実軸上の R (R > 0)から iRを通って −Rに至る半円 C上での積分 IR = ∫
C f (z)dzが Rを大きくした極限で

どうなるかを考える．積分経路は Rに比例して長くなるが，関数値が原点からの距離と共に小さくなれば，積
分値が有限にとどまるかもしれない．
まず，

∣∣∣∫ β
α F(x)dx

∣∣∣ ≤ ∫ β
α |F(x)|dx を示す．ただし，β > α，F(x) は実変数の複素数値関数．A = ∫ β

α F(x)dx，
a = A/|A|と置く．実部をとる操作を ℜであらわす．|A|は実数であることと，|a| = 1を使って，

∣∣∣∫ β
α F(x)dx

∣∣∣=
|A| =ℜ[ |A| ]=ℜ[aA]=ℜ[

∫ β
α aF(x)dx]= ∫ β

α ℜ[aF(x)]dx ≤ ∫ β
α |aF(x)|dx = ∫ β

α |F(x)|dx . 以上.

手始めに，| f (z)| が (たかだか)R−2 の程度であるとしよう．これは | f (z)| ≤ MR−2 ということである (M

は正の定数)．極表示 z = Reiϕ を使うと，dz = iReiϕdϕ であり，ϕ は 0 から π まで動く．したがって，
IR = ∫ π

0 f (Reiϕ) iReiϕdϕと書ける．これに絶対値の積分の性質を適用し，

|IR | ≤
∫ π

0
| f (Reiϕ)iReiϕ|dϕ≤

∫ π

0
MR−2Rdϕ= πM

R
→ 0 (R →+∞)

| i | = 1，|eiϕ| = 1を使った．上の不等式より，IR はゼロに収束する．
次に，f (x)= g(z)eikz (k > 0)という形の関数を考える．この場合は，R →+∞のとき，C上での g(z)の値が

一様にゼロに収束するならば，積分値 IR はゼロに収束する．これはジョルダンの補題として知られている．
証明— zの極表示 z = Reiϕ = R(cosϕ+ isinϕ)と絶対値の積分の性質を使って，

|IR | ≤
∫ π

0

∣∣∣g(Reiϕ)eikR(cosϕ+isinϕ) iReiϕ
∣∣∣dϕ = R

∫ π

0
|g(Reiϕ)|e−kR sinϕdϕ

g(z)が一様にゼロに近づくということは，|g(Reiϕ)| ≤ ϵ(R)と lim
R→+∞

ϵ(R)= 0を満たす Rの関数 ϵ(R)が存在す
るということである．したがって，

|IR | ≤ ϵ(R)R
∫ π

0
e−kR sinϕdϕ = 2ϵ(R)R

∫ π/2

0
e−kR sinϕdϕ

被積分関数は ϕ = π/2 で折り返して対称であるので，π/2 までの積分の 2 倍で求められることを使ってい
る．0 ≤ ϕ ≤ π/2 で sinϕ ≥ 2ϕ/π であることはたぶん簡単にわかるだろう (たとえばグラフで)．したがって，
e−kR sinϕ ≤ e−2kRϕ/π であるから，

|IR | ≤ 2ϵ(R)R
∫ π/2

0
e−2kRϕ/πdϕ = πϵ(R)

k
(1− e−kR) ≤ πϵ(R)

k

ここで，最右辺はゼロに収束するので，IR もゼロに収束する．—証明おわり
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5.7 複素積分の実関数の積分への応用

0 R−R

iR

5.7.1 ローレンツ型関数
a > 0とし，次の積分を求める．

I =
∫ ∞

−∞
a dx

a2 + x2

図のような扇形の閉じた経路に沿った f (z)= a/(a2+ z2)の積分を考え，R →+∞とする．この経路の内部に極
z = iaがある．留数は， lim

z→ia
(z− ia) f (z)= lim

z→ia
a/(z+ ia)= 1/(2i)と求められる．これに 2iπをかけると，一周

分の積分値 πが得られる．円弧の部分では f (z)は R−2 のオーダーであるから，R →+∞でここでの積分値は
ゼロに収束する．したがって，残りの線分の部分での積分値は πに収束することがわかる．これが求める積分
I である．

5.7.2 sinc型関数
a > 0とし，次の積分を求める．

I =
∫ ∞

−∞
sinax

x
dx =

∫ ∞

−∞
eiax − e− iax

2i x
dx =

∫ ∞

−∞
eiax

2i x
dx−

∫ ∞

−∞
e− iax

2i x
dx

=
∫ ∞

−∞
eiax

2i x
dx+

∫ ∞

−∞
eiax′

2i x′
dx′ =

∫ ∞

−∞
eiax

i x
dx

f (z)= eiaz/ i z をローレンツ型関数の積分で使ったのと同じ扇形経路で積分する．今度は原点 z = 0に極があり
他には無い．z = 0の留数は lim

z→0
z f (x)=− iである．極は経路の直線部に乗っているので，周回積分は主値積分

の意味で留数の iπ倍であり，πと求まる．
g(z)= 1/i zとすると，f (z)= g(z)eiaz という形であり，円弧上では |g(z)| = 1/Rであるから，g(z)は R →+∞

で一様にゼロに収束する．そこで，ジョルダンの補題によって，円弧部分の積分値もゼロに収束し，直線部分
の積分値は全周の積分に等しくなる．したがって求める値は π．
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