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ルーヴィル方程式の方法は位相空間内の点（正準変数の組）の運動を基礎とする．点の運動は正
準方程式によって定められ，適当な初期条件を与えれば，任意の時刻の点の位置と分布関数を予測
することが（原理的には）可能である．この様に，初期条件を与えて，その後の時間発展の様子を
知ることができる場合を決定論的であるという．一方，多数の粒子が織り成す複雑な運動を適当な
尺度で粗視化し，注目する物理量の時間発展を確率論的に捉える方法がある．本講では，後者の方
法について解説する．

1 はじめに
確率を用いて物理現象を扱うための準備から始めよう．まず，確率によって値が決まる変数 xの
ことを確率変数という．例えば，サイコロの目を x = 1, . . . , 6で表すと，xがどの値になるかはい
ずれも 1/6の確率で決まる．そこで，連続的な確率変数 xを考え，xが x ∼ x+ dxの間に見出さ
れる確率を

P (x)dx (1)

と定義する．ここで，P (x)は
::::::::::
確率の密度に相当するもので，確率分布関数（あるいは単に分布関

数）と呼ぶ．式 (1)は確率であるから，全ての場合について足し合わせると 1になる．但し，今は
確率変数が連続としているので，全ての場合についての足し算は積分となり，∫ ∞

−∞
P (x)dx = 1 (2)

が成り立つ．これを，P (x)の規格化条件という．
サイコロを何回も振るとき，出る目の値 xは各回で様々な値をとるだろう．例えば，1回目の値
が x1 = 2，2回目の値が x2 = 5，3回目の値が x3 = 1, . . . の様に，回数を xの添え字で表すと，
出た目を順番に並べたもの

x1, x2, x3, . . . (3)
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は数列とみなせる．さらに，1回目を振る時刻を t1，2回目を振る時刻を t2，3回目を振る時刻を
t3，. . . の様に，サイコロを振るタイミングを離散的な時刻

t1 < t2 < t3 < . . . (4)

で表せば，式 (3)の数列は時間 tに依存した確率変数 x(t)を導入して

x(t1), x(t2), x(t3), . . . (5)

と表すこともできる．この様に，時間が離散的であれ連続的であれ，確率変数の変化を時系列で表
したものを確率過程という．

2 確率過程の理論
確率過程に関するいくつかの基本的な理論を説明する．簡単のため，時間が離散的な場合を考
え，時刻 tk における確率変数を xk ≡ x(tk)とする．但し，図 1の様に，時刻の大小関係は

t1 < t2 < t3 < · · · < tk−1 < tk < . . . (6)

とする．さらに，いま考えている時系列

x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk, . . . (7)

において，xk の値は直前の xk−1 の値によってのみ決まり，それ以前の x1, x2, x3, . . .（図 1の網
掛け部分）とは無関係であるとする．この様な確率過程をマルコフ過程という．また，式 (1)を拡
張し，時刻 tk−1 に確率変数が xk−1 ∼ xk−1 + dxk−1 の間にある確率を

P (xk−1, tk−1)dxk−1 (8)

としておく．

図 1

マルコフ過程を詳しく調べるため，時刻 tk−1 に xk−1 ∼ xk−1 + dxk−1 の間にあった確率変数
が，時刻 tk に xk ∼ xk + dxk の間に収まる確率を計算しよう．まず，tk−1 での状態は式 (8)の確
率で実現する．さらに，xk−1 から xk に遷移する確率をW (xk|xk−1)とすると，求める確率は

W (xk|xk−1)P (xk−1, tk−1)dxkdxk−1 (9)

である．ここで，W (xk|xk−1) は確率変数が tk−1 で xk−1 であるという制約付きの確率であるか
ら，条件付き確率と呼ばれるものに等しい．また，式 (9) の tk−1 における制約を取り払うため，
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（xk−1の全ての可能性を考えて）xk−1の全範囲で積分すると，単に確率変数が tk で xk ∼ xk+dxk

の間にある確率と等しくなる．dxk を省いて，これを分布関数で表すと

P (xk, tk) =

∫
W (xk|xk−1)P (xk−1, tk−1)dxk−1 (10)

となる．これをチャップマン・コルモゴロフ方程式という．
式 (10)は P (xk, tk)を P (xk−1, tk−1)で表す漸化式であるから，これを繰り返し使うと

P (xk, tk) =

∫
· · ·

∫
W (xk|xk−1)W (xk−1|xk−2) · · ·W (x2|x1)P (x1, t1)dxk−1 · · · dx1 (11)

が得られる．従って，マルコフ過程の分布関数は初期条件 P (x1, t1)から逐次的に求めることがで
き，式 (11)の様なつながりをマルコフ連鎖という．

2.1 マスター方程式
次に，時間が連続的な場合を考えるため，式 (10)の xk−1, xk をそれぞれ x′, xとし，tk−1, tk

をそれぞれ t, t+∆tとすると，チャップマン・コルモゴロフ方程式は

P (x, t+∆t) =

∫
W (x|x′)P (x′, t)dx′ (12)

となる．ここで，x′ が xに遷移する確率W (x|x′)，または xが x′ に遷移する確率W (x′|x)は次
の規格化条件を満たす． ∫ ∞

−∞
W (x′|x)dx′ = 1 (13)

これは，ある状態 xが任意の状態 x′ = −∞ ∼ ∞に遷移する確率が 1であるという自明な結果で
あり（図 2），x′ = xの場合（つまり，値が変化しない場合）も含んでいることに注意しよう．

図 2

式 (12)から P (x, t)を差し引き，式 (13)を使うと

P (x, t+∆t)− P (x, t) =

∫
W (x|x′)P (x′, t)dx′ − P (x, t)

∫
W (x′|x)dx′

=

∫
W (x|x′)P (x′, t)dx′ −

∫
W (x′|x)P (x, t)dx′

=

∫
[W (x|x′)P (x′, t)−W (x′|x)P (x, t)] dx′ (14)
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が得られる．そこで，上式の両辺を ∆tで割って，遷移率

T (x|x′) ≡ lim
∆t→0

W (x|x′)

∆t
(15)

を導入すると，式 (14)は

∂

∂t
P (x, t) =

∫
[T (x|x′)P (x′, t)− T (x′|x)P (x, t)] dx′ (16)

となる．これをマスター方程式といい，右辺の被積分関数の第１項は
:::::::::::::::::
確率変数 xへの流入を表し，

第２項は
:::::::::::
xからの流出を表している．

2.2 フォッカー・プランク方程式
マスター方程式 (16)の両辺に任意の関数 h(x)を掛けて xで積分すると，∫

h(x)
∂

∂t
P (x, t)dx =

∫
h(x)

∫
[T (x|x′)P (x′, t)− T (x′|x)P (x, t)] dx′dx

=

∫∫
h(x)T (x|x′)P (x′, t)dx′dx−

∫∫
h(x)T (x′|x)P (x, t)dxdx′ (17)

となる．上式の右辺の第１項で，積分変数 xと x′ を入れ替えて書くと∫∫
h(x)T (x|x′)P (x′, t)dx′dx =

∫∫
h(x′)T (x′|x)P (x, t)dxdx′

であるから，式 (17)は∫
h(x)

∂

∂t
P (x, t)dx =

∫∫
[h(x′)T (x′|x)P (x, t)− h(x)T (x′|x)P (x, t)] dxdx′

=

∫∫
[h(x′)− h(x)]T (x′|x)P (x, t)dxdx′ (18)

となる．そこで，２つの確率変数の差が十分小さい（∆x ≡ x′ − x ≪ 1）として，テイラー展開

h(x′)− h(x) =

∞∑
n=1

1

n!

∂nh

∂xn
∆xn (19)

を用いると，式 (18)は∫
h(x)

∂

∂t
P (x, t)dx =

∫∫ ∞∑
n=1

1

n!

∂nh

∂xn
∆xnT (x′|x)P (x, t)dxdx′ (20)
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となる．上式の右辺を n回だけ部分積分し，表面項がゼロになること*1を用いると，∫∫ ∞∑
n=1

1

n!

∂nh

∂xn
∆xnT (x′|x)P (x, t)dxdx′

=

∫∫
h(x)

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n

∂xn
[∆xnT (x′|x)P (x, t)] dxdx′

=

∫
h(x)

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n

∂xn

[∫
∆xnT (x′|x)dx′P (x, t)

]
dx

≡
∫

h(x)

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n

∂xn
[αn(x)P (x, t)] dx (21)

が得られる．但し，∆xの n次モーメントを

αn(x) ≡
∫

∆xnT (x′|x)dx′ (22)

と定義した．従って，式 (18)は∫
h(x)

∂

∂t
P (x, t)dx =

∫
h(x)

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n

∂xn
[αn(x)P (x, t)] dx (23)

となり，任意の関数 h(x)に対して成立するので，両辺の被積分関数を比較して

∂

∂t
P (x, t) =

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n

∂xn
[αn(x)P (x, t)] (24)

が得られる．これは，分布関数の時間発展を無限級数で表したものであり，クラマース・モヤル展
開と呼ばれる．特に，n > 2の項を無視すると，式 (24)は

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[α1(x)P (x, t)] +

1

2

∂2

∂x2
[α2(x)P (x, t)] (25)

となる．これをフォッカー・プランク方程式といい，右辺の第２項は
:::::::::
拡散方程式と同じ形であり，

第１項はそれに付加された
:::::::::
ドリフト項の形をしている．

3 ブラウン運動
物理現象を確率過程として扱う典型的な例としてブラウン運動がある．ブラウン運動とは，溶媒
に浸っている重い粒子（ブラウン粒子）が示す不規則な運動のことで，不規則な運動の原因は多数
の溶媒分子が絶えず粒子に衝突しているという事実である（図 3左）．ある時刻 tに粒子が溶媒分
子から受ける力の合力をR(t)とすると，粒子はあらゆる方向から，あらゆる大きさの力を受ける
ため，R(t)の時間変化はランダムででたらめに見える．この様な合力R(t)は揺動力と呼ばれ，多

*1 x = ±∞で P (±∞, t) = 0および ∂nP (±∞, t)/∂xn = 0 (n ≥ 1)となることによる．
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数の溶媒分子の運動を平均化，あるいは粗視化して得られる力のモデルである．また，溶媒は一様
で特別な方向を持たないとすると，R(t)の平均値はゼロ

⟨R(t)⟩ = 0 (26)

である．但し，⟨. . . ⟩は統計平均を表す．図 3右は R(t)のランダムででたらめな時間変化を模式
的に描いたものであるが，その様子は確率変数の時系列に似ている点に注意しよう．

図 3

3.1 ランジュバン方程式
ブラウン粒子の不規則な運動を表す運動方程式を考えてみよう．粒子には溶媒分子の衝突による
揺動力 R(t) に加え，溶媒中を速度 v(t) で進むときの粘性力も働く．このとき，粒子の運動方程
式は

m
d

dt
v(t) = −mγv(t) +R(t) (27)

となり，mは粒子の質量，γ は粘性係数である．式 (27)はランジュバン方程式と呼ばれ，右辺の
揺動力のため，粒子の速度の時間発展は不規則なものとなる．
揺動力の時間変化はランダムででたらめに見えるので，時間が経てば揺動力の間には何の関係も
なくなると考えられる．これは，異なる時刻における揺動力の時間相関がゼロであると言い換える
ことができ，式で表すと

⟨R(t) ·R(0)⟩ = 2R0δ(t) (28)

となる．ここで，式 (28)を t = 0 ∼ ∞まで積分すると∫ ∞

0

⟨R(t) ·R(0)⟩ dt = R0 (29)

である*2．また，揺動力は粒子の速度と相関がないとして，

⟨R(t) · v(0)⟩ = 0 (30)

*2
∫∞
0 δ(t)dt = 1/2を用いた．
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とする．ところで，ランジュバン方程式 (27)は v(t)の 1階微分方程式であり，その解は

v(t) =

{
v(0) +

1

m

∫ t

0

eγt
′
R(t′)dt′

}
e−γt (31)

で与えられる．従って，式 (30), (31)より，速度の時間相関は

⟨v(t) · v(0)⟩
⟨v(0) · v(0)⟩

= e−γt (32)

となり，
:::::::::::::::::::
指数関数的に減衰する．式 (28)の揺動力の時間相関がデルタ関数 δ(t)で与えらえれるの

に対し，式 (32)の速度の時間相関は指数関数 e−γt であることに注意しよう．

3.2 揺動散逸定理
ランジュバン方程式 (27)にある粘性係数 γ と揺動力 R(t)は実は無関係ではない．これを示す
ため，式 (31)を用いて粒子の速度の２乗平均を計算すると

⟨
v(t)2

⟩
=

⟨
v(0)2

⟩
e−2γt +

2e−2γt

m

∫ t

0

eγt
′
⟨R(t′) · v(0)⟩ dt′

+
e−2γt

m2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′eγ(t
′+t′′) ⟨R(t′) ·R(t′′)⟩

=
⟨
v(0)2

⟩
e−2γt +

e−2γt

m2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′eγ(t
′+t′′) ⟨R(t′) ·R(t′′)⟩ (33)

となる．但し，式 (30)を用いた．ここで，時間差 τ ≡ t′′ − t′ を導入し，式 (28)が定常状態で成
り立つため，時間並進した表式

⟨R(t′ + τ) ·R(t′)⟩ = 2R0δ(τ) (34)

を用いると，t′, t′′ に関する重積分は∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′eγ(t
′+t′′) ⟨R(t′) ·R(t′′)⟩ =

∫ t

0

dt′
∫ t−t′

−t′
dτeγ(2t

′+τ) ⟨R(t′) ·R(t′ + τ)⟩

= 2R0

∫ t

0

dt′
∫ t−t′

−t′
dτeγ(2t

′+τ)δ(τ)

= 2R0

∫ t

0

dt′e2γt
′

=
R0

γ

(
e2γt − 1

)
(35)

と計算できる．但し，t′ の積分範囲が 0 ≤ t′ ≤ tなので，τ = 0は τ の積分範囲 −t′ ≤ τ ≤ t− t′

に含まれる点に注意．よって，式 (35)を (33)に代入し，
⟨
v(t)2

⟩
=

⟨
v(0)2

⟩
e−2γt +

R0

m2γ

(
1− e−2γt

)
(36)
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が得られる．
次に，ブラウン粒子が溶媒とともに熱平衡状態にあるとすると，運動エネルギーの平均値より，

m

2

⟨
v(t)2

⟩
=

m

2

⟨
v(0)2

⟩
=

3

2
kBT

∴
⟨
v(t)2

⟩
=

⟨
v(0)2

⟩
=

3kBT

m
(37)

が成り立つ．これを式 (36)に代入すると

3kBT

m
=

3kBT

m
e−2γt +

R0

m2γ

(
1− e−2γt

)
−→ R0

m2γ
(t → ∞) (38)

となる．但し，t → ∞は長時間極限を表す．従って，式 (38)を γ について解くと

γ =
R0

3mkBT

=
1

3mkBT

∫ ∞

0

⟨R(t) ·R(0)⟩ dt (39)

が得られる．但し，式 (29)を用いた．式 (39)は粒子のエネルギー散逸を表す粘性係数を揺動力の
時間相関の積分で与えたものであり，揺動散逸定理と呼ばれる定理の一つである．

3.3 拡散係数
時刻 t = 0で原点にあったブラウン粒子が揺動力によってどのぐらい移動できるか調べよう．ま
ず，ランジュバン方程式 (27)と粒子の位置 r(t)の内積をとり，統計平均を計算すると

m

⟨
r(t) · d

dt
v(t)

⟩
= −mγ ⟨r(t) · v(t)⟩+ ⟨r(t) ·R(t)⟩ (40)

となる．ここで，ベクトルの微分に関する関係式

r(t) · d

dt
v(t) =

1

2

d2

dt2
r(t)2 − v(t)2

r(t) · v(t) = 1

2

d

dt
r(t)2

と，揺動力は粒子の位置と相関がないこと

⟨r(t) ·R(t)⟩ = 0 (41)

を用いると，式 (40)は

m

⟨
1

2

d2

dt2
r(t)2

⟩
−m

⟨
v(t)2

⟩
= −mγ

⟨
1

2

d

dt
r(t)2

⟩
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∴ d2

dt2
⟨
r(t)2

⟩
+ γ

d

dt

⟨
r(t)2

⟩
= 2

⟨
v(t)2

⟩
=

6kBT

m
(42)

となる．但し，式 (37)を代入した．式 (42)は粒子の平均二乗変位 ⟨
r(t)2

⟩の 2階微分方程式なの
で，これを解くと ⟨

r(t)2
⟩
=

6kBT

mγ

(
t− 1

γ
+

1

γ
e−γt

)
(43)

が得られる．そこで，γt ≪ 1のとき e−γt ≃ 1− γt+ (γt)2/2，γt ≫ 1のとき e−γt ≃ 0となる近
似を使うと，平均二乗変位は

⟨
r(t)2

⟩
≈

{
3kBT
m t2 (γt ≪ 1)

6kBT
mγ t (γt ≫ 1)

(44)

の様に振る舞うことが解る（図 4）．つまり，ブラウン粒子の平均的な移動距離
√

⟨r(t)2⟩は，最初
のうちは（γt ≪ 1）時間 t に比例して大きくなるが，時間が経つと（γt ≫ 1）時間の平方根 √

t

に比例する様になり，粒子の移動が鈍化するのが解る．なお，時間が経って移動距離が √
tに比例

（あるいは平均二乗変位が tに比例）する様になることを，粒子が拡散するという．

図 4

拡散する粒子の拡散係数は

D ≡ lim
t→∞

⟨
|r(t)− r(0)|2

⟩
6t

(45)

で定義される．これまで同様，r(0) = 0として式 (44)の長時間極限（γt ≫ 1）の結果を使うと

D =
kBT

mγ
(46)

であることが解る．一方，式 (32)にある速度の時間相関の積分は∫ ∞

0

⟨v(t) · v(0)⟩ dt =
⟨
v(0)2

⟩ ∫ ∞

0

e−γtdt

=
3kBT

mγ
(47)
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であるから，式 (46)と比較すると

D =
1

3

∫ ∞

0

⟨v(t) · v(0)⟩ dt (48)

の関係があると推測される．これは拡散係数を粒子速度の時間相関の積分で与えたものであり，
Green-Kubo公式と呼ばれる公式の一つである．実は，式 (48)は厳密に証明することができ，式
(39)の揺動散逸定理と似た形をしている点に注意しよう．
ところで，式 (48)が意味を成すのは積分が収束する場合である．しかし，剛体球を使った分子
動力学シミュレーションの結果から，

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::
速度の時間相関は長時間極限でべき減衰する，つまり

⟨v(t) · v(0)⟩ ∼ t−d/2 (49)

であることが発見された．ここで，dは空間次元であり，d = 3であれば式 (48)の積分は収束する
が，d = 2だと発散してしまう．これは拡散係数が有限であることに反しており，式 (49)の様な
時間相関の振る舞いはロングタームテールと呼ばれ，長らく非平衡物理学の重要な問題であった．

3.4 フォッカー・プランク方程式との関係
前節ではマスター方程式からフォッカー・プランク方程式を導出したが，ここではランジュバン
方程式とフォッカー・プランク方程式の関係を調べてみよう．簡単のため，1次元のランジュバン
方程式

d

dt
v(t) = −γv(t) +R(t) (50)

を考える．但し，粒子の速さを v(t) とし，粒子の質量 m は揺動力 R(t) に含めた．式 (50) を
t ∼ t+∆tの間で積分すると

∆v = −γ

∫ t+∆t

t

v(t′)dt′ +

∫ t+∆t

t

R(t′)dt′ (51)

となる．但し，∆v ≡ v(t+∆t)− v(t)である．また，図 5の様に，粒子の速さ v(t′)の時間変化は
揺動力 R(t′)に比べて十分遅いと考えられるから，t ∼ t+∆tの間，v(t′)はほぼ一定と考えて

∆v ≈ −γv(t)∆t+

∫ t+∆t

t

R(t′)dt′ (52)

と近似する．なお，ここでの v(t′)の様にゆっくり変化する量を遅い変数，R(t′)の様に激しく変化
する量を速い変数ということがある．

図 5
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次に，∆v の n 次モーメントを計算する．式 (15) の遷移率の定義を用いると，式 (22) の n 次
モーメントは

αn(v) =

∫
∆vnT (v′|v)dv′

= lim
∆t→0

1

∆t

∫
∆vnW (v′|v)dv′ (53)

と書き換えられる．式 (13)の遷移確率の規格化条件から解る通り，上式の最後の積分は

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
∆vn に重率W (v′|v)を掛けて，v′ の全範囲で積分している

ので，∆vn の統計平均とみなせる．従って，∫
∆vnW (v′|v)dv′ ≡ ⟨∆vn⟩ (54)

とすると，式 (53)の n次モーメントは

αn(v) = lim
∆t→0

⟨∆vn⟩
∆t

(55)

となる．
式 (55)に (52)を代入し，n次モーメントのいくつかを計算してみよう．まず，n = 1の場合，

α1(v) = lim
∆t→0

⟨∆v⟩
∆t

= lim
∆t→0

{
−γv(t) +

1

∆t

∫ t+∆t

t

⟨R(t′)⟩ dt′
}

= −γv(t) (56)

となる．但し，式 (26)の様に揺動力の平均値はゼロ ⟨R(t′)⟩ = 0であることと，式 (54)の統計平
均は v′ に関する積分なので，v は積分の外に出せることを利用した．また，n = 2の場合，

α2(v) = lim
∆t→0

⟨
∆v2

⟩
∆t

= lim
∆t→0

{
(γv)2∆t− 2γv

∫ t+∆t

t

⟨R(t′)⟩ dt′ + 1

∆t

∫ t+∆t

t

dt′
∫ t+∆t

t

dt′′ ⟨R(t′)R(t′′)⟩

}
= 2R0 (57)

となる．但し，t′, t′′に関する重積分は式 (35)を導いたのと同じ手順で計算し，⟨R(t′)R(t′ + τ)⟩ =
2R0δ(τ)を用いた．従って，これらを式 (25)に代入すると，フォッカー・プランク方程式は

∂

∂t
P (v, t) = γ

∂

∂v
[v(t)P (v, t)] +R0

∂2

∂v2
P (v, t) (58)

となる．
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3.5 一般化ランジュバン方程式
最後に，ブラウン粒子の運動が履歴に依存する場合について，簡単に解説しよう．時刻 tにおけ
る粒子の速度 v(t)の時間発展が，それまでの速度 v(t′) (t′ < t)に影響される場合，ランジュバン
方程式は

m
d

dt
v(t) = −m

∫ t

0

γ(t− t′)v(t′)dt′ +R(t) (59)

の様に拡張される．これを一般化ランジュバン方程式といい，右辺の第１項は過去の時刻 t′ の履歴
を引きずっており，ブラウン運動の記憶効果を表している．また，粘性係数 γ(t − t′)はもはや定
数ではなく，時間差 t− t′ の関数として再定義される．
証明は省略するが，式 (59)とR(0)の内積をとって，統計平均を計算すると

⟨R(t) ·R(0)⟩ = mkBTγ(t) (60)

となる．この様に，時間相関が有限であるような揺動力のことを色付きノイズと呼ぶ．一方，式
(59)と v(0)の内積をとって，統計平均を計算すると，速度の時間相関関数が

d

dt
⟨v(t) · v(0)⟩ = −

∫ t

0

γ(t− t′) ⟨v(t′) · v(0)⟩ dt′ (61)

で与えられる．例えば，粘性係数が γ(t) = γ(0)e−t/τ で与えられる場合，

⟨v(t) · v(0)⟩
⟨v(0) · v(0)⟩

=
γ1e

−γ2t − γ2e
−γ1t

γ1 − γ2
(62)

であることが示される．つまり，記憶効果がある場合，特徴的な緩和時間が γ−1
1 と γ−1

2 の２つ現
れることになる．


