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要旨

散逸粒子である粉体で構成される粉体流には通常の Newton流体には見ら
れない数多くの特徴がある。散逸的な斥力相互作用をする多体粒子系である

粉体流は、非ニュートン流体に分類され、非一様な分布をすることがほとん

どであり、境界や重力の影響を強く受ける。また、静的な領域と動的な領域

が共存し、自由冷却や斜面流などといった特徴的な現象が数多くあり、未だ

に未解決な問題が多く、また、理論的な解釈が乏しいのが現状である。その

ため、本研究では、粉体流の特徴のエッセンスを取り出す目的で、比較的単

純な系であるせん断流を扱い、数値的な結果と理論的な解釈を報告する。

DEM（離散要素法）による分子シミュレーションにより、せん断粉体流は
エネルギー的に一定な準安定状態の間にダイナミックな相構造を形成し、最

終的に相分離した状態で定常化することが解った。定常状態については運動

論を基に導出された連続方程式でその構造をよく記述することができ、高密

度・低温な領域に対しても運動論が適用可能であるという結論と、粉体の回

転自由度を法線方向の跳ね返り係数に繰り込むことができるという結果を報

告する。また、通常の流体が見せる一様な解は粉体流においては不安定であ

るという線型安定性解析の結果も報告する。

ダイナミックな相構造が見られる緩和過程については、現在解析の途中で

あるが、これも運動論による連続方程式を数値的に解き、DEMによる粒子
シミュレーションと共通の結果を得ることができた。また、この数値解析に

よって、相分離の過程で重要となる項を摘出しようと考えている。
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第1章 はじめに

1.1 本研究の背景

粉体およびその粒子集団である粉体流の性質は実に多様であり、土石流や

砂嵐などの災害の例を持ち出すまでもなく、我々の身の回りでも粉体や粉体

流に関する現象は数え切れないほど存在する。それらの多くはただサイエン

スの対象としてではなく、薬学や工学、農学の分野でも粉体および粉体流が

扱われている。粉体および粉体流は素粒子や原子核などの近代物理学の対象

とは違い、古代からその存在を認識されてきた。しかし古くから認識されて

いたにも関わらず、物理学の対象として扱われ始めたのは比較的最近のこと

であり、そのメカニズムや統計的な性質は現在の統計物理学の手法をもって

しても完全に明らかにされるものではない [1]。粉体および粉体流のメカニ
ズムの解明が困難なのは、そもそも構成要素である粉体についてあまりよく

解っていないからである。粉体はまず有限の大きさと質量を持ち、形状も球

体ではなく色々である。また、粉体同士の相互作用、つまり粉体同士の衝突

を考えてみても、衝突の際に破損して質量が変わったり、剛体球のように瞬

間的に衝突が終わるのではなく、接触時間が有限であり、その間に粉体粒子

に作用する力が変化するなど、難しい問題を多々含んでいる。

これらの粉体および粉体流に関する困難をできるだけ単純化しながら、か

つその性質を余すことなく記述しようとする試みから端を発し、現在世界中

で研究が活発に行われており、議論の絶えることのない分野になっている。

まず、粉体の形ひとつでも、粉体のとり得る形状は無限にあるため話が進ま

ない。従って、本論文では粉体は球状であるとして話を進める。また、粉体

が衝突する際に破損したり変形したりする状況は考えないことにする。そう

すると、粉体というのは球状を保ったまま運動する粒子として扱われる。し

かし、粉体を単純化するにあたり、粉体が衝突する際に非弾性衝突をしてエ

ネルギーが散逸されるという性質は欠かすことができない。これにより粉体

粒子は剛体粒子と一線を画すことができるからであり、この性質が粉体流の

極めて特徴的な現象の大きな要因になってくるからである。従って、本研究

でも、粉体とは非弾性衝突によりエネルギーを失う球形粒子であり、粉体流

とは外部からエネルギーの供給があり、内部でエネルギーを散逸して定常化

する非平衡系であると考える。

このような粉体および粉体流に対して粒子数密度が比較的に薄い場合には、
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粉体ガス、すなわち粉体の集団を気体として扱ったときの理論がある程度確

立されている。代表的なものは、非弾性ボルツマン（Boltzmann）方程式を
用いて、チャップマン・エンスコッグ（Chapmann-Enskog）法による摂動論
の枠組みで粉流体の流体方程式を導出するというものである。 [2] これは、粉
体粒子の衝突を瞬間的なものと仮定し、非弾性衝突の効果を考慮した衝突項

（collision term）を持つボルツマン方程式を、空間的に一様な解の回りで空間
微分を展開パラメータとして展開する方法である。具体的にはブレイ（Brey）
らの報告に詳しい説明がある [3]。チャップマン・エンスコッグ法の枠組みで
は、e → 1の極限と、分子カオスの仮定が成立する程の低密度な粉体気体を
前提としてはいるものの、粉体気体の一様冷却の性質を示したり、輸送係数

の定量的予言を与えるなど、低密度な粉体流の性質を捉えることができる。

チャップマン・エンスコッグ法の枠組みでは、e → 1や、分子カオスの仮
定が成立する低密度な粉体気体であることが必要であったが、例えば自由冷

却現象では、粉体粒子の非弾性衝突によって高密度なクラスター領域が生じ

る [4]。このように、高密度領域が形成されて空間的に非一様な状態になる
と、分子カオスの仮定が崩れ、粉体粒子間の相関が生じてくるため、非弾性

ボルツマン方程式の成立条件が怪しくなってくる。この粉体粒子間の相関を、

川崎とオッペンハイム（Oppenheim） [5]による多体相関の枠組みで捕らえ
た報告がノイエ（Noije）とエルンスト（Ernst）によってなされ [6–8]、粉体
気体の長距離相関の存在を定量的に説明することができた。

一方、希薄系に対する粉体ガスのボルツマン方程式を有限濃度の系に拡張

した非弾性 Enskog方程式があり、長距離相関が重要でない現象に対しては
かなり高濃度までその適用が試みられ、半定量的に正しい結果を与えている。

また、粉体流の従う流体方程式の導出に関しては、チャップマン・エンスコッ

グ法によるもの [12]の他に、グラッド（Grad）展開によって粉体流の流体
方程式を導出したジェンキンス（Jenkins）とリッチマン（Richmann）の論
文 [9]（第３章に詳述）などがあり、粉体流を解析的に理解しようという動き
も盛んである [10,11]。また、粉体流の数ある特徴的な現象、例えば重力下で
の粉体流の流れである斜面流や、本研究で扱ったような無重力状態での粉体

流のせん断などを、このような流体方程式を解析的および数値的に扱うこと

で現象を理解しようという報告が数多くある [13, 16,68]。

1.2 本研究の動機と目的

先述したように、粉体流には通常の流体には見られない特徴的な現象が数

多く存在する [17]。本研究の目的はこの粉体流の基本的な性質を数値的に扱
い、理論的な理解を得ることである。特に粉体流は境界条件と外場に強く依

存し、そのために静的な領域と動的な領域が共存する系も実現する。しかし、

粉体流の基本的な性質を理解するためには、粉体流が強く依存してしまうよ
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うな外場、特に重力の影響を排除した方が明確であり、あまり特別な境界条

件を設けないことが必要である。また、粉体流の実験との対応をみることで、

数値的な結果や、理論的な解釈の裏付けにもなるため、なるべく実験可能な

モデルを想定するのがよい。このような理由から、まず無重力状態での２次

元粉体せん断流を扱う。また、実験での検証も考慮に入れて、有限なバルク

内でのせん断流を考えることにする。

粉体せん断流については多くの報告がある。ほとんどの場合が無重力状態

であり、せん断面が周期境界条件（Lees-Edwards 境界）か、本研究のよう
に壁を設けてあるかでまず二分される。Lees-Edwards境界ではキャンベル
（Campbell） [18]やタン（Tan） [19]などが、後に述べる離散要素法（discrete
element method : DEM）による分子シミュレーションを行っている。また、
せん断面を壁にした分子シミュレーションについては、ポップケン（Popken）
とクリアリィ（Cleary） [20]などが報告している。いずれも一様なせん断流
は不安定であり、通常の流体におけるせん断流の様子とは大きく異なる結果

を報告している。
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第2章 粉体モデル

2.1 粉体粒子の相互作用

粉体ガスの構成要素は多数の粉体粒子であり、その相互作用を最も単純に

考えると弾性体同士の斥力相互作用である。弾性体同士の衝突を考えるには、

弾性体の接触理論が基礎になる。弾性体については古くから研究があり、最

も有名なのがヘルツ（Hertz）による固体接触理論 [21]であり、様々な弾性論
の教科書に記載されている [22,23]。ヘルツの固体接触理論によると、弾性体
同士が接触するときに働く力は、３次元球の接触時における２体問題によっ

て導かれる。

まず、法線方向に働く力について概説する。両物体の圧縮力の合力を Fnと

する。接触時の力のため両物体は変形し、その変形した物体の接触面を半径

bの円とする。この半径 bおよび接触領域の δnは変形前の粒子半径 a、a′を

使うと、

b = F 1/3
n (D

aa′

a + a′ )
1/3 (2.1)

δn = F 2/3
n [D2(

1
a

+
1
a′ )] (2.2)

で与えられる。ここで、

D =
3
4
(
1 − σ2

0

E
+

1 − σ
′2
0

E
) (2.3)

であり、σ0、Eはポアソン比、ヤング率と呼ばれる物質定数である。従って、

Fn ∝ δ
3/2
n という関係が得られる。

次に、接線方向に働く力についてはミンドリン（Mindlin）により論じられ
ている [24]。δtを弾性体が接触した瞬間からの接線方向の変位とすると、先

にでてきた接触面の半径 bを用いて、

Ft = 4bδt(
(2 − σ0)(1 + σ0)

E
+

(2 − σ′
0)(1 + σ′

0)
E

)−1 (2.4)

で与えられる。従って、Ft ∝ δtδ
1/2
n という関係が得られる。

さらに、粉体粒子の衝突の際には物質間の粘性による散逸力が働くことも

知られており、接線方向に対しては、粉体粒子同士が接線方向に高速で衝突

したときに、動摩擦係数 µに対して接線方向の力が Ft > µFn に達して滑り

始めて動摩擦力（クーロン摩擦）に切り替わることも考慮に入れなければな

らない。
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2.2 離散要素法（DEM）

2.2.1 シミュレーションで用いる粉体モデル

先述したとおり、粉体粒子の接触の際には、弾性論より導かれる弾性力と、

物質間の粘性による散逸力および動摩擦力も考慮に入れた摩擦力が働く。こ

れらの粉体粒子の相互作用を再現するため、本シミュレーションでは、法線

方向および接線方向に対して、弾性力は Hertz力の代わりに線型バネによる
斥力を用いる。これは、２次元系における Hertz則は線型バネに対数補正が
付いたものに置き換えられるため、Fn ∝ δ

3/2
n という関係よりも線型バネの

方がより現実に近いモデルになることと、計算の単純化と効率化を図るため

である。ちなみに、粉体に斥力が働くことを本質とするため、斥力モデルの

選択に結果の詳細は依らないという報告もある [25]。
また、物質間の粘性による散逸力には相対速度に比例する粘性抵抗で置き

換え、接線方向に対しては Ft > µ|Fn|に達したときにクーロン摩擦に切り替
わるようになっている。さらに、粉体粒子は接触の際に変形するため、慣性

図 2.1: 粉体粒子の相互作用のモデル

モーメントが時間変化するはずであるが、シミュレーションでは簡単のため

接触中の粒子の慣性モーメントは一定と考える。また、衝突の際に粒子が破

損し、質量が変わるといった状況もここでは簡単のため考慮に入れていない。

このような２体衝突のモデルを多体衝突に適用し、多粒子系を扱えるよう

にしたのが離散要素法（DEM）と呼ばれる方法である。DEMは岩盤力学の
研究者であったクンドール（Cundall）によって提唱され、広く粉体粒子のシ
ミュレーションに用いられている方法である。従って、DEMとは各粒子の
並進自由度と回転自由度のみを残し、それ以外の内部振動に伴う自由度の配

分や気体への熱伝導などといった全ての自由度を散逸として系のパラメータ

に押し込めたモデルである。
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以上により、i番目と j 番目の粒子が衝突する際、i番目の粒子に対して法

線方向および接線方向それぞれに働く力を Fij
n、Fij

t とすると、

Fij
n = −knuij

n − ηnu̇ij
n (2.5)

Fij
t =

{
−ktu

ij
t − ηtu̇

ij
t (Ft < µ|Fn|)

−µ|Fij
n |tij (Ft > µ|Fn|)

(2.6)

となる。ここで、上付きのドットは時間微分を表し、tij は接触粒子同士の中

心を結ぶ線分に対しての接線方向の単位ベクトルである。また、uij
n および

uij
t は、i番目と j番目の粒子の中心を結ぶ線分に対しての法線方向および接

線方向の相対変位であり、

uij
n = xi − xj − (xi(0) − xj(0)) (2.7)

uij
t = xi − xj − (xi(0) − xj(0)) +

σ

2
(∆φi + ∆φj)tij (2.8)

である。ここで、xiは i番目の粒子の位置であり、xi(0)は i番目の粒子の接

触直前の位置である。また、σは粉体粒子直径、∆φi は i番目の粒子の角度

変位である。

従って、衝突によって i番目の粒子が従う運動方程式は
{

mẍi=
∑

j(F
ij
n + Fij

t )
Iω̇i = σ

2

∑
j Mij

(2.9)

である。ここで、ωiは i番目の粒子の角速度（つまりωi = ∆φ̇i）であり、Mij

は i番目の粒子に働くモーメント

Mij = nij × Fij
t (2.10)

である。また、nij は接触粒子同士の中心を結ぶ線分に対しての法線方向の

単位ベクトルである。

2.2.2 座標変換

DEMでは、粒子の位置、速度および角速度はすべて直交座標（xyz座標）

で表され、接触したときに接触粒子同士の中心を結ぶ線分に対して法線方向

と接線方向の相対変位と相対速度から力を算出し、それを再び直交座標に戻

すというプロセスが必要である。ここでは接触している２粒子の直交座標で

の相対変位と相対速度を、接触粒子同士の中心を結ぶ線分に対して法線方向

と接線方向の相対変位と相対速度に変換する座標変換の方法を述べる。

i番目の粒子と j番目の粒子が接触したとき、i番目の粒子の中心を原点と

して相対変位と相対速度を球座標 (r,Θ,Φ)の各単位ベクトル（er,eΘ,eΦ）の

方向に変換すれば、法線方向が er、２つの接線方向 t 、s がそれぞれ eΘ、eΦ

の方向に対応するようになる。従って、直交座標での相対変位と相対速度を、

9



まず y 軸回りに Θだけ回し、次に z 軸回りに Φ だけ回せば、法線方向およ
び接線方向の相対変位と相対速度に変換できる。つまり、i軸回りに角度 Θ
だけ回転させる回転行列を

Ri(Θ) (2.11)

と書くと、球座標での単位ベクトルは、行列

R(Φ, Θ) ≡ Rz(Φ)Ry(Θ)

=




cosΘ cos Φ − sinΦ sin Θ cos Φ
cosΘ sinΦ cosΦ sin Θ sinΦ
− sinΘ 0 cos Θ


 (2.12)

によって、

er = R(Φ, Θ)ez (2.13)

eΘ = R(Φ, Θ)ex (2.14)

eΦ = R(Φ, Θ)ey (2.15)

と変換される。任意のベクトル A は

A =




Ax

Ay

Az




= Axex + Ayey + Azez

= Arer + AΘeΘ + AΦeΦ

= ArR(Φ, Θ)ez + AΘR(Φ, Θ)ex + AΦR(Φ, Θ)ey

= R(Φ, Θ)




AΘ

AΦ

Ar


 (2.16)

と変換され、相対変位と相対速度の変換も決められる。直交行列の性質Rt(Φ,Θ)R(Φ, Θ) =
1 を用いれば、直交座標の各成分から球座標の各成分への変換則は




AΘ

AΦ

Ar


 = Rt(Φ, Θ)




Ax

Ay

Az


 (2.17)

で表される。

次に接触点での粒子の回転を考える。i番目の粒子に対して、角速度ベクト
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ル ωi を用いて、接触点での速度 vi のうち、回転による寄与は

vi = ωi ×
σ

2
er = (ωi

rer + ωi
ΘeΘ + ωi

ΦeΦ) × σ

2
er

=
σ

2
(ωi

ΦeΘ − ωi
ΘeΦ)

=
σ

2




ωi
Φ

−ωi
Θ

0


 (2.18)

である。但し、eΘ × er = −eΦ 、eΦ × er = eΘ を用いた。

(1)式から

ωi
Φ = −ωi

x sinΦ + ωi
y cosΦ (2.19)

ωi
Θ = ωi

x cosΘ cos Φ + ωi
y cosΘ sin Φ − ωi

z sinΘ (2.20)

なので、接触点での速度は次のように変換される。



vi
Θ

vi
Φ

vi
r


 =

σ

2




ωi
Φ

−ωi
Θ

0




=
σ

2




− sinΦ cosΦ 0
− cosΘ cos Φ − cosΘ sinΦ sin Θ

0 0 0







ωi
x

ωi
y

ωi
z




=
σ

2
Lt




ωi
x

ωi
y

ωi
z


 (2.21)

但し、

Lt =




− sin Φ cosΦ 0
− cosΘ cos Φ − cosΘ sin Φ sinΘ

0 0 0


 (2.22)

である。

同様に、モーメントの逆変換は

Mij =
σ

2
er × Fij

t

=
σ

2
er × (F ij

r er + F ij
Θ eΘ + F ij

Φ eΦ)

=
σ

2
(−F ij

Φ eΘ + F ij
Θ eΦ)

=
σ

2
((−F ij

Θ sinΦ − F ij
Φ cosΘ cos Φ)ex + (F ij

Θ cos Φ − F ij
Φ cosΘ sin Φ)ey

+F ij
Φ sinΘez)

11



なので



M ij
x

M ij
y

M ij
z


 =

σ

2



− sinΦ − cosΘ cos Φ 0
cosΦ − cosΘ sinΦ 0

0 sinΘ 0







F ij
Θ

F ij
Φ

F ij
r




=
σ

2
L




F ij
Θ

F ij
Φ

F ij
r


 (2.23)

である。

以上の操作を、接触する２粒子 i、j に対し、粒子間距離

Rij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2 (2.24)

および

αij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 (2.25)

を用いて、

cos Θij = zj−zi

Rij
sinΘij = αij

Rij

cosΦij = xj−xi

αij
sinΦij = yj−yi

αij

(2.26)

と定義される角度を用いて計算すればよい。なお、αij = 0 の時には

zj − zi ≥ 0ならばΘ = 0
zj − zi ≤ 0ならばΘ = π

(2.27)

とする。

2.2.3 ２次元

２次元の場合は、３次元の結果を xy 平面に射影すればよい（尚、xz 平面

に射影すると、θ の変域が 0 ≤ θ ≤ π であるため、x ≤ 0 の領域を記述でき
ないことに注意。）。３次元系における z 方向の相対変位および x軸、y軸回

りの角度変位は 0なので、

zj − zi = ∆φx = ∆φy = 0 (2.28)

となる。また、

cosΘij = 0 sin Θij = 1
cosΦij = xj−xi

αij
sinΦij = yj−yi

αij

(2.29)
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なので、Θ = 0 となり、回転行列は

R(Φ,
π

2
) =




0 − sin Φ cosΦ
0 cosΦ sinΦ
−1 0 0


 (2.30)

となり、接触面への速度変換は

Lt =



− sinΦ cos Φ 0

0 0 1
0 0 0


 (2.31)

となる。従って接触面での相対変位は



uij
t

uij
s

uij
n


 =




0 − sinΦ cosΦ
0 cos Φ sinΦ
−1 0 0







∆xij

∆yij

∆zij


 +

σ

2



− sinΦ cos Φ 0

0 0 1
0 0 0







∆Φij
x

∆Φij
y

∆Φij
z




=



−∆z − r∆Φx sinΦ + r∆Φy cosΦ
−∆x sinΦ + ∆y cosΦ + r∆Φz

∆x cosΦ + ∆y sinΦ




=




0
−∆x sinΦ + ∆y cosΦ + r∆Φz

∆x cosΦ + ∆y sinΦ


 (2.32)

となる。相対速度についても同様に変換されるので、接触面での力は
(

F ij
n

F ij
s

)
=

(
cosΦ sin Φ
− sinΦ cos Φ

)(
F ij

x

F ij
y

)
(2.33)

F ij
t = −F ij

z = 0 (2.34)

と変換され、モーメントも
(

M ij
x

M ij
y

)
=

(
−F ij

t sinΦ
F ij

t cosΦ

)
=

(
0
0

)
(2.35)

M ij
z =

σ

2
F ij

s (2.36)

と逆変換されて、よく知られた２次元系の結果と一致している。

2.2.4 時間発展の差分スキーム

粉体粒子の運動方程式

mv̇i = (Fij
n + F ij

t ) (2.37)

Iω̇i = Mij (2.38)
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を、時間刻み δtの２次の精度で差分する。時刻 δtたったときの i番目の粒子

の速度および角速度は、Adams-Bashforthの二段法を用いて

vi(t + δt) = vi(t) +
δt

2m
(3Fi(t) − Fi(t − δt)) (2.39)

ωi(t + δt) = ωi(t) +
δt

2I
(3Mij(t) − Mij(t − δt)) (2.40)

となる。ただし、Fi ≡ Fij
n + F ij

t である。次に、位置は

xi(t + δt) = xi(t) +
δt

2
(vi(t + δt) − vi(t − δt))

φi(t + δt) = φi(t) +
δt

2
(ωi(t + δt) − ωi(t − δt)) × nij

として時間発展する。これにより、本シミュレーションは、時間発展につい

て δt2 の精度を保障する。
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第3章 跳ね返り係数

3.1 跳ね返り係数の定義

粉体粒子同士の衝突は非弾性衝突であり、跳ね返り係数は法線方向および

接線方向で定義される。粉体粒子の跳ね返り係数、特に接線方向の跳ね返り

係数については様々な議論があり [26, 28]、その全容は明らかにされていな
い。ここでは法線方向および接線方向の跳ね返り係数の一般的な定義を述べ、

DEMによる跳ね返り係数の理論的な値と測定値について説明することにす
る。まず、図 3.1のように、粉体粒子１と粉体粒子２の２体衝突を考える。衝
突前後の位置、速度、角速度を

(x1,v1, ω1) → (x
′

1,v
′

1, ω
′

1)

(x2,v2, ω2) → (x
′

2,v
′

2, ω
′

2)

とする。但し、上付きの ′ は衝突後であることを示す。ここで、衝突時にお

ける接触面の法線方向の単位ベクトルとして

k =
x2 − x1

|x2 − x1|
(3.1)

を定義すると、衝突前後の接触面での相対速度は

G = g + s × k (3.2)

G
′
= g

′
+ s

′
× k (3.3)

図 3.1: ２体衝突
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となる。ここで gと s はそれぞれ並進運動と回転運動の相対速度で、

g = v1 − v2 (3.4)

s =
σ

2
(ω1 + ω2) (3.5)

である (σ : 粒子直径)。 接線方向の単位ベクトルを

j =
(G × k) × k

|G × k|
(3.6)

と定義すると、(s × k) · k = 0 などに注意して、法線方向と接線方向の跳ね
返り係数が以下のように定義できる。

G
′
· k = −e(G · k) (3.7)

G
′
· j = −β(G · j) (3.8)

法線方向の跳ね返り係数 eは物質により決る定数で、接線方向の跳ね返り係

数 βは衝突前の相対速度の接触面に対する入射角 γ によって変わり、現象論

的にはウォルトン（Walton）の式

β =

{
−1 + µ(1 + e)(1 + mσ2

4I ) cot γ (γ ≥ γ0)
β0 (γ ≤ γ0)

(3.9)

で与えられる [31]。但し、mは粒子質量、I は粒子の慣性モーメント、µは

クーロン摩擦係数である。ここで、γ はG と k のなす角で定義され、

G = G⊥k + G‖j (3.10)

とした時の

cot γ =
G⊥

G‖
(3.11)

として定義され、衝突前の相対速度の接触面に対する入射角を表す。つまり、

衝突前の相対速度の接触面に対する入射角が臨界角 γ0以下であれば接線方向

の跳ね返り係数は β0で一定であるが、γ0を超えると接触面で滑りが起こり、

接線方向の跳ね返り係数は cot γ に比例して大きくなる。つまり、臨界角 γ0

は 接線方向に作用する力がクーロン摩擦

F‖ = −µ|F⊥|j (3.12)

に切り替わる角度を表している。

(3.9)において、β0および γ0の値はウォルトンの現象論 [31] からは決める
ことができない。一方、理論的な βの取り扱いについてはモウ（Maw）等の
理論 [34,35]が知られており、國仲と早川 [27]もそれに従っている。しかし、
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モウ等の理論は複雑なだけでなく、β を陽にきめることができないため、よ

り簡略で物理的な理論が必要となっている。

また、(3.7)式で定義した法線方向の跳ね返り係数 eは一般に衝突速度に強

く依存する [36–41]。しかし、本研究で採用した線型バネのモデルでは法線方
向の跳ね返り係数 eが定数となり、簡単化した取り扱いが可能になっている。

3.2 DEMにおける跳ね返り係数

DEMにおける粉体粒子が非弾性衝突を起こす場合、法線方向の跳ね返り
係数は、衝突する２つの粉体粒子間に働く力が線型バネによる弾性力と線型

抵抗による粘性力であることから、減衰振動の方程式

Mün + ηnu̇n + knun = 0 (3.13)

を解くことで求めることができる。但し、un は法線方向の相対変位であり、

M は換算質量である。

また、接線方向の跳ね返り係数については、γ ≥ γ0であれば (3.9)式を使っ
て βを計算でき、γ ≤ γ0であれば衝突するときに滑りが無いと仮定し、法線

方向と同様、減衰振動の方程式

Müt + ηtu̇t + ktut = 0 (3.14)

を解くことで β0 を求めることができる。但し、ut は接線方向の相対変位で

ある。一般に減衰振動

Mü + ku̇ + ηu = 0 (3.15)

の解は条件により３つに分けられる。

1. η2 − 4Mk < 0 の場合 a = η
2M、b =

√
4Mk−η2

2M として

u(t) =
u(0)

b
e−at sin(bt) (3.16)

u̇(t) = u(0)e−at(cos(bt) − a

b
sin(bt)) (3.17)

2. η2 − 4Mk = 0 の場合

u(t) = u(0)te−at (3.18)

u̇(t) = (1 − at)u(0)e−at (3.19)

3. η2 − 4Mk > 0 の場合

b′ =
√

η2−4Mk

2M として

u(t) =
u(0)

b
e−at sinh(b′t) (3.20)

u̇(t) = u(0)e−at(cosh(b′t) − a

b′
sinh(b′t)) (3.21)
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図 3.2: DEM による分子シミュレーションで、２つの粉体粒子が接触してい
る間に働く接線方向の力が時間的に変化する様子をプロットしたもの。入射

角 cot γ が十分大きい場合であり、クーロン摩擦の判定条件により、接触中

に滑ることはなく、摩擦力ではなく弾性力と粘性しか働かないことが解る。

従って、このときの接線方向の跳ね返り係数は β = β0で定数であり、減衰振

動の方程式を解くことで値を求めることができる。

２粒子が離れる時刻は、法線方向の相対変位 un(t) が 0 になる時で、この時
刻 tpでの速度がちょうど衝突後の速度ということになる。従って、法線方向

および接線方向の跳ね返り係数は

e = − u̇n(tp)
u̇n(0)

(3.22)

β = − u̇t(tp)
u̇t(0)

(3.23)

と表され、条件によって異なる形をとる。

例えば、２次元球の場合に、各パラメータの値を




kn=3.0 × 103

ηn=3.0
kt =kn/4
ηt =ηn/2

(3.24)

とすると、η2
n − 4Mkn < 0 となるので、1. より、tp は

tp =
π

bn
(3.25)
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となり、従って、

e = − u̇n(tp)
u̇n(0)

= exp(− πηn√
2mkn − η2

n

) (3.26)

となる。一方、η2
t − 4Mkt = (η2

n − 4Mkn)/4 < 0 なので

β0 = − u̇t(tp)
u̇t(0)

= exp(− a′
t

bn
π)(

a′
t

b′t
sin(

b′t
bn

π) − cos(
b′t
bn

π))

= exp(− πAηt

ηn

√
2N − 1

)[
1√

2T/A − 1
sin(

πAηt

√
2T/A − 1

ηn

√
2N − 1

)

− cos(
πAηt

√
2T/A − 1

ηn

√
2N − 1

)] (3.27)

となる。但し、

A = 1 +
mσ2

4I
N =

πkn

4η2
n

T =
πkt

4η2
t

(3.28)

である。実際に (3.24)値を代入すると、

β0 ' 0.769235 (3.29)

である。

3.3 理論値とシミュレーション値の比較

I =
1
8
mσ2 µ = 0.2 (3.30)

として、(3.9) の理論値の傾きを求めると

µ(1 + e)(1 +
mσ2

4I
) =

7
2
µ(1 + e) ' 1.12442 (3.31)

である。以上の解析により求まった値とシミュレーション値を比較したのが

図 3.3 であり、理論とシミュレーションはよく一致している。また、ポリス
チレン球の衝突実験による測定結果 [32]と同じ特徴を捉えている。
このように、接線方向の跳ね返り係数は臨界角 γ0を境に、衝突したときに

粘着して滑らない状況から完全に滑っている状態に劇的に変化する。ここで

の結果はウォルトンの式 (3.9)を比較的簡単な議論で初めて導いたものであ
る。また、同様の議論が３次元系の衝突問題にも適用でき、モウ等の理論で

用いられる複雑な議論を避けて、簡潔で物理的な理論から βを決定すること

ができる。
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図 3.3: ２次元球の場合の β の理論値（線）とシミュレーション値（データ

点）の比較。kn = 3.0 × 103 , ηn = 3.0 , kt = kn/4 , ηt = ηn/2 。
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第4章 DEMによる粉体せん断流
の粒子シミュレーション

4.1 粉体せん断流のシミュレーション

粉体流のシミュレーションには、DEMやイベントドリブンの剛体球などに
よる粒子シミュレーションや、流体方程式を差分法や有限要素法により数値

的に解く方法などがある。分子シミュレーションによる方法は直接的である

ため、様々な状況を再現することができる。従って、連続体をベースにした数

値解析よりも実験的な側面が強い。一方、流体方程式を数値的に解く場合は

境界条件や初期値の設定などに充分注意を払う必要があり、シミュレーショ

ン以前に系の条件を把握しておく必要がある。そのため、本研究では DEM
による粒子シミュレーションにより、粉体せん断流を再現するところから始

める。

粉体せん断流の粒子シミュレーションに関する研究は盛んに行われており、

キャンベル（Campbell） [18]、デイブ（Dave） [44]、タン（Tan） [19] な
ど、数多い報告がされている。彼らはいずれもせん断をかける面を周期境界

条件にした Lees-Edwardsの境界条件を使っている。Lees-Edwardsの境界条
件は、1972年にリー（Lees）とエドワーズ（Edwards）により考案された方
法で [45]、せん断流の分子シミュレーションの境界条件として広く用いられて
いる。Lees-Edwardsの境界条件は、いずれの境界も周期境界にとるため、幅
が無限に広い系でのせん断流の一部をシミュレーションしていることになる。

一方、有限な幅におけるせん断流の分子シミュレーションもあり、ポップ

ケン（Popken）とクリアリィ（Cleary） [20]は摩擦が働く壁を動かすことで
粉体ガスにせん断をかける分子シミュレーションを行い、有限要素法解析に

よる結果との一致を報告している。

本研究では、実験との対応を容易にするという目的で、有限な幅での粉体

せん断流を扱う。壁には粉体ガスを構成している粉体と同じ粉体を埋め込み、

平坦な壁よりもせん断がかかるようなモデル（バンピー境界）を適用した。

以下に具体的な設定と分子シミュレーションの結果を述べる。

4.2 せん断流モデル

無重力下で、２次元粉体ガスにせん断をかける。
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図 4.1: せん断流モデル

粉体粒子の法線方向の跳ね返り係数は e = 0.85、接線方向の跳ね返り係数は

初期状態

粉体粒子を容器内にランダムに配置し、Maxwell分布に従ってそれぞれ初
速度を与えた一様な粉体ガスを初期条件にした。

境界条件

せん断方向（x軸方向）の境界は周期境界条件とし、粒子を埋め込んだ壁

（∓y の位置）をそれぞれ x方向に ±U/2の速度で動かすことでせん断をか
けた。

粒子を埋め込んだ壁は、静止した状態から、以下の運動方程式に従って時

間発展する。

Mw
du

dt
= −γw(u − U/2) + F ex (4.1)

但し、uは壁の速度、Mwは壁の質量であり、F exは粉体粒子が壁に埋め込ん

だ粒子と衝突することにより壁に与えられる外力であり、緩和係数 γw(= 10)
で壁の速度は終端速度 ±U/2に到達する。実際には壁の質量密度が粉体粒子
の 5 × 106 倍であるため、粉体粒子の衝突により与えられる外力の影響はほ

とんどなく、壁は連続的に終端速度に達する。
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表 4.1: 系の基本的な値

粒子数 N = 5000
バルク幅 W = 180σ

容器高さ ∆ = 180σ

平均面積占有率 ν̄ = 0.12

表 4.2: DEMで用いる各パラメータの値

kn = 3.0 × 103 [(U/2σ)2]
ηn = 3.0 [U/2σ]
kt = kn/4 [(U/2σ)2]
ηt = ηn/2 [U/2σ]
µ = 0.2

スケーリング

長さを粉体粒子直径 σで、時間スケールを 2σ/U でスケールして無次元化

を行った。また、粉体粒子質量をm = 1としてある。また、DEMで用いる
各パラメータの値は第２章の例で使用したものと同一であり、表 4.2にまと
めておく。

4.3 シミュレーション結果

4.3.1 粉体せん断流の様子

図 4.2はシミュレーションにおける粉体粒子を描いたもので、点は粉体粒
子を表し、枠が容器に相当する。系は左上の番号順に時間発展し、時間間隔

は一定である。

図 4.2から読み取れる系の時間発展は以下の様にまとめられる。まず、初
期の一様な状態において壁際の粒子が壁に埋め込まれた粒子と衝突し (0)、バ
ルク中央に向かって弾かれ、壁からやや離れた位置にある粒子と非弾性衝突

を起こしてクラスターを形成する (1)。このクラスターは衝突の余力でその
ままバルク中央へと移動していき (2,3)、やがてバルク中央で衝突、合体し
(4)、１つの大きなクラスターを形成する (5)。
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図 4.2: シミュレーションの様子。y = ∓∆の境界で、粒子を埋め込んだ壁が
それぞれ x方向に速度±U/2で動くことでせん断がかかっている。図中の番
号は時間発展の順番を表す。
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図 4.3: 系の全エネルギーの時間発展。早い段階にエネルギー的にほぼ一定な
状態に落ち着き、その後ゆっくりと緩和しながら定常状態に移行していく。

4.3.2 系の時間発展

エネルギー

系の全エネルギーは

E = (運動エネルギー) + (回転エネルギー)

=
N∑

n=1

(
m

2
v2

i +
I

2
ω2

i )

で定義され、全粉体粒子の並進運動のエネルギーと回転運動のエネルギーの

和である。

図 4.3は系の全エネルギーの時間発展であり、図中の番号は時間発展の順
番を表し、図 4.2のものに一致する。図 4.3より、系は比較的早い段階にエネ
ルギー的にほぼ一定な状態に落ち着き、その後ゆっくりと緩和しながら定常

状態に移行していくのが解る。今後、全エネルギーがほぼ一定となる時間領

域（図 4.3での 1,2,3,4）を準安定状態と呼び、そこでの流体変数の時間発展
を緩和過程と呼ぶことにする。
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図 4.4: セルの取り方。

面積占有率

面積占有率は、粉体粒子の存在領域の総面積 Aに対する粉体粒子の面積が

占める割合で定義され、

ν =
1
A

∑

i

πσ2

4
(4.2)

となる。ここで、和は面積 A の領域に存在する全ての粉体粒子についてと

る。シミュレーションで測定する場合には、せん断方向への分布を平均して

しまい、壁に垂直な方向への分布をとることにする。これは、図 4.4の様に
バルクの面積をせん断方向に Nb 分割したセルに対する粉体粒子の面積占有

率を求めることで、壁に垂直な方向の面積占有率の分布をとるということで

ある。つまり、せん断方向のバルク幅を ∆x、壁に垂直な方向のバルク幅を

∆y としたとき、∆y をNb個に等分割し、i番目のセル（面積A = δy∆x、但

し δy = ∆y/Nb）に対する粉体粒子の面積占有率を y = δyiでの面積占有率と

して分布をとるということである。シミュレーションではバルクをNb = 180
分割し、δy = σにとっている。

図 4.5より、系がエネルギー的に一定な準安定な状態の内に、壁からやや離
れた位置にクラスターが形成され、その後クラスターがバルク中央へ移動し

ていき、バルク中央で衝突・合体をする。最終的にバルク中央でクラスター

を形成したまま定常状態に至る。このように、せん断によって粉体流中に相

分離が生じる。
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粉体温度

粉体温度は、１体分布関数 f(x, c, t)を用いて

θ =
1
n

∫ ∞

−∞
dx

1
2
(c − u)2f(x, c, t) (4.3)

で定義される。但し、nは粒子数密度である。シミュレーションでは、面積

占有率と同じ各セル内の粒子に対して

θ =
1
n

∑

i

1
2
(c − u)2 (4.4)

を計算し、粉体温度の分布とした。

図 4.5と図 4.6を比較すると、粉体温度と面積占有率は、時間発展する間ほ
ぼ一対一に対応し、クラスター領域では温度が極端に低くなる。つまり、面

積占有率の極大値（クラスターのピーク）の位置は、粉体温度の極小値の位

置に対応しながら時間発展していく。つまり、初期の一様な分布から出発し、

壁よりやや離れた位置にクラスターが形成されると、その位置での粉体温度

はやや低くなり、クラスターの移動に伴い、低温な領域も移動していく。ま

た、クラスターがバルク中央で衝突・合体して定常状態に至ると、バルク中

央での粉体温度はほとんど 0になってしまう。

速度場（せん断方向）

せん断方向の速度場は、面積占有率と同じセル内にある粒子の各速度のせ

ん断方向の成分を平均したものである。

図 4.7より、平均速度が 0の初期状態から、粒子を埋め込んだ壁に引きずら
れる形でせん断方向の速度場が時間発展する。次に、各壁からやや離れた位

置にクラスターが形成されるが、クラスターに挟まれた領域（プラグ領域と

呼ぶ）でせん断方向の速度場は殆ど 0のままである。これは、壁に弾かれた
粉体粒子がせん断方向の速度成分をもってバルク内に向かうも、クラスター

に阻まれ、プラグ領域までせん断の影響が及ばないことによる。徐々にクラ

スターがバルク中央に向かって移動していき、プラグ領域が狭くなっていく

に従い、平均速度 0の領域も狭くなっていく。最終的にクラスターが衝突・
合体すると、クラスター領域の速度場の傾きが希薄領域よりも低い状態にな

り、そのまま定常状態に至る。従って、相分離した状態が保たれると、クラ

スター領域の速度場の傾きが希薄領域よりも低い状態で一定となる。

速度場（壁に垂直方向）

壁に垂直な方向の速度場も、面積占有率と同じセル内にある粒子の各速度

の壁に垂直な方向の成分を平均したものである。
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図 4.8より、平均速度が 0の初期状態から始まり、壁際の粉体粒子が壁に
弾かれるため、壁に垂直方向の速度場が∓∆/2のそれぞれの壁際で極大およ
び極小となる。次に、壁よりもやや離れた位置にクラスターが形成されると、

壁に垂直方向の速度場はクラスターの壁側の界面で極大となる。これは、な

おも壁に弾かれた粉体粒子がクラスターに向かって飛んできており、クラス

ターの壁側の界面でクラスターと衝突して速度を落とすためである。この衝

突の余力で、クラスター全体はさらにバルク中央へと押されていく。最終的

にクラスターがバルク中央で衝突・合体し、定常状態に至ると、クラスター

を形成する粉体粒子はほぼ停留し、さらに壁に弾かれる粉体粒子がほとんど

なくなるため、壁に垂直方向の速度場はほぼ 0になる。

角速度場

図 4.9より、角速度場の分布も、面積占有率と同じセル内にある粒子の各
角速度を平均したものである。シミュレーションは２次元であるため、角速

度は z成分 ωz のみである。

初期のランダムな状態では平均 0の角速度分布であるが、せん断の方向か
ら明らかなように、壁付近の粒子は壁に弾かれて負の角速度を持つようにな

る。また、バルク内の粒子は互いに接触することで次第に角速度を失ってい

き、バルク中央付近では角速度がほぼ 0になる。壁に弾かれた粉体粒子の持
つ角速度はバルク中央まで伝播することはなく、壁に弾かれることによる角

速度の供給と、バルク内での粉体粒子同士の接触による角速度の消失とが均

衡を保ったまま定常状態に至る。

回転温度

回転温度は

Tr =
1
n

∫ ∞

−∞
dx

I

2m
(ωz − ω̄)2f(x,v, t) (4.5)

で定義される。但し、シミュレーションは２次元であるため、角速度は z成

分 ωz のみであり、ω̄は角速度場である。また、面積占有率と同じ各セル内の

粒子に対して

Tr =
1
n

∑

i

I

2m
(ωz − ω̄)2 (4.6)

を計算し、回転温度の分布とした。

図 4.10より、初期のランダムな状態では一様に分布しているが、早い段階
から全体的に小さな値をとるようになり、クラスターの界面付近で比較的に

値が大きくなるものの、定常状態に至るまで特に変化がない。
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図 4.5: 面積占有率の時間発展。
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図 4.6: 粉体温度の時間発展。
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図 4.7: せん断方向の速度場の時間発展。
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図 4.8: 壁に垂直方向の速度場の時間発展。
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図 4.9: 角速度場の時間発展。
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図 4.10: 回転温度の時間発展。
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第5章 回転自由度の繰り込み

5.1 連続方程式

粉体粒子を構成要素とする多体系を連続体として記述する方法としてはい

くつか報告がある [9–12]が、何れも運動論から出発し、チャップマン・エン
スコッグ法や、後に述べるグラッド（Grad）展開などの方法により分布関数
から速度の各モーメントを計算することで連続方程式を導出するものである。

本研究の解析では、２次元系での解析がなされているジェンキンス・リッチ

マン（Jenkins and Richman [9]）による連続方程式を採用する。
まず、連続方程式の導出はボルツマン（Boltzmann）方程式

∂f

∂t
+ c · ∇f = Ψc (5.1)

のモーメントを計算することから始まる。ここで、f(x, c, ω, t)は１体分布関数
であり、x、c、ωはそれぞれ着目する粒子の位置、速度、角速度であり、回転

自由度も含めた形であることに注意していただきたい。Ψcは衝突項（collision
term）であり、２体分布関数 f (2)(x1, c1, ω1;x2, c2, ω2; t) を用いて、

Ψc = σ2

∫
dc1dω1

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)

×f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t) (5.2)

である。ここで、σ は粒子直径であり、kは着目している粒子 1の中心から
衝突相手の粒子 2の中心に向かう方向の単位ベクトルである。積分は粒子 1
と粒子 2の衝突が起こるために、これらの粒子の相対速度 c12 = c1 − c2 を

用いて、c12 · k > 0が満たされる範囲内で実行される。
次に、速度の i次のモーメント ψiをボルツマン方程式の両辺にかけて速度

および角速度で積分することで、モーメントの平均の時間発展を決定する方

程式を導く。１体分布関数による平均を <>≡
∫

dcdωf で表すと、ボルツマ

ン方程式は

∂

∂t
< ψi > +c · ∇ < ψi > = Ψc (5.3)

となる。ここで、衝突項は、衝突による位相体積要素の収縮を無視すると

Ψc = σ2

∫
dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)(ψi′

2 − ψi
2)

×f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t) (5.4)
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である。モーメント ψiに付けた上付きのダッシュ′は衝突後のものであるこ

とを示し、下付きの番号は粒子番号である。ここで 1 と 2 の添字を入れ換え、
k を −k に書き換えることで、

Φc = σ2

∫
dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)(ψi′

1 − ψi
1)

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.5)

としておく。

次に、２体分布関数

f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t)

の引数 x−σkと xをひとくくりとして考え、テイラー（Taylor）展開すると、

f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t) = f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t)

+ (−σk · ∇ +
1
2!

(σk · ∇)2 − 1
3!

(σk · ∇)3 + · · · )

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.6)

移項して、

f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) = f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t)

+ (σk · ∇ − 1
2!

(σk · ∇)2 +
1
3!

(σk · ∇)3 − · · · )

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.7)

(5.7)式を (5.5)式に代入し、(5.4)式と足すと

2Ψc =
∫

dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)(ψi′

1 + ψi′

2 − ψi
1 − ψi

2)f
(2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t)

+d∇ ·
∫

dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)k(ψi′

1 − ψi
1)(1 − 1

2!
σk · ∇ +

1
3!

(σk · ∇)2 − · · · )

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.8)

よって

Ψc = −∇ · χk + χc (5.9)

但し、χcは collision partと呼ばれ、速度のモーメント ψiに作用する演算子

の形で

χc[ψi] =
1
2

∫
dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)(ψi′

1 + ψi′

2 − ψi
1 − ψi

2)

×f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t) (5.10)
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と書ける。また、χk は kinetic partと呼ばれ、速度のモーメント ψi に作用

する演算子の形で

χk[ψi] = −σ

2

∫
dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)k(ψi′

1 − ψi
1)(1 − 1

2!
σk · ∇ +

1
3!

(σk · ∇)2 − · · · )

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.11)

と書ける。ここで、粒子直径が充分小さいことと、連続体では長波長極限を

とることから、kinetic partは最初の項のみ残し、

χk[ψi] = −σ

2

∫
dc1dc2dω1dω2

∫

c12·k>0

dk(c12 · k)k(ψi′

1 − ψi
1)

×f (2)(x, c1, ω1;x + σk, c2, ω2; t) (5.12)

となる。次に、２体分布関数に対しては、分子カオスの仮定（molecular chaos）
を用いて

f (2)(x − σk, c1, ω1;x, c2, ω2; t) ' g(x − σ

2
k)f(x − σk, c1, ω1, t)f(x, c2, ω2, t)

とする。但し、g(x)は２体相関関数（Radial distribution function）であり、
ここでは位置ではなく、面積占有率の関数として

g(ν) =
16 − 7ν

16(ν − 1)2
(5.13)

としたものを使用する [42]。なお、面積占有率 ν とは、２次元の場合、粒子

数密度 nを用いて ν = nπd2/4と定義され、系の面積に対して粒子が占める
面積の割合を表すものである。以上が散逸のないときの Enskog理論の考え
方である。実際には衝突によって位相体積要素が収縮するので (5.4)式が成
立しない。このモデルは法線方向の跳ね返り係数 eが比較的 1に近い場合の
み有効で、非弾性衝突の効果を衝突ルールにのみ押し込めた近似的なもので

あることに注意する必要がある。

次に、１体分布関数をマクスウェル分布

f (0)(c, ω, t) =
n

(2πT )(2πΘ)1/2
exp(−CiCi

2T
− Ω2

2Θ
) (5.14)

のまわりで展開することを考える。ここで、C(= c− u)は速度のゆらぎ（u

は平均速度）であり、Ω(= ω − ω̄)は角速度のゆらぎである（ω̄ は平均角速

度）。また、T は粉体温度であり、T ≡ 1
2 < CiCi >と定義され、Θは粉体の

回転温度であり Θ ≡ 1
2 < ΩiΩi >と定義される。

グラッド [46]の方法に従い、１体分布関数を以下のように展開し、

f(x, c, ω, t) = (1 − ai
∂

∂ci
+

aij

2!
∂2

∂ci∂cj
− aijk

3!
∂3

∂ci∂cj∂ck
+ · · · )

×f (0)(c, ω, t) (5.15)
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３次まで残したものを使って速度の各モーメントを計算すると、Dt = ∂t+u·∇
として回転自由度も含めた連続方程式





Dtρ=−ρ∇ · u
ρDtu=−∇ · P

nIDtω=−∇ · L + χ(Iω)
ρDtT=−P · ∇u −∇ · q − χ

ρDtΘ=−L · ∇ω −∇ · w − ξ − ω · χc(Iω)

(5.16)

となる。但し、ρは質量密度であり、圧力テンソル Pは

P = ρ < CC > +χk[C] (5.17)

であり、回転自由度に起因する圧力テンソル Lは

L =
nd2

16
< CΩ > +χk[IΩ] (5.18)

である。また、熱流 qは

q =
1
2
ρ < C2C > +χk[

1
2
C2] (5.19)

であり、回転自由度に起因する熱流wは

w =
nσ2

16
ρ < Ω2C > +χk[

I

2
Ω2] (5.20)

である。並進運動のエネルギー散逸率 χは

χ = χc[
1
2
c2] (5.21)

であり、回転運動のエネルギー散逸率 ξは

ξ = χc[
σ2

16
ω2] (5.22)

である。

5.2 極性流体

(5.16)の方程式系は極性流体力学と呼ばれる。極性流体とは元来分子極性
等の内部自由度を連続体の方程式の一部として採用し、その振る舞いを記

述する方法である。こうした考え方はむしろ弾性体の静力学において導入さ

れ [47, 48]、 粉体の静力学にも適用されている。コンピューターのディスプ
レー等に広く使われている液晶を例にとって説明しよう [49]。液晶は細長い
ほぼ剛体的な分子からなる系と考えられる。細長い剛体棒を高密度に充填す

ると, 棒が平行に揃った状態が安定になる。この様な液晶状態にある分子集団
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が流れる場合は等方的な相や等方的な流体とは異なった流動特性を示す。連

続体の式の上でも液晶流体では, 分子の配向ベクトルを含む異方的な構成方
程式が必要になる。また分子回転に伴うトルクが重要な役割を果たすのでス

トレステンソルの反対称部分が分子回転の自由度とカップルして残る。また

この系では角運動量保存の式が運動方程式と独立となり局所回転密度の時間

変化は偶 (ぐう)応力 (おうりょく)( couple stress)を通して発展する。極性流
体あるいは極性弾性体はこのように極性をもった構成要素が何らかの意味で

巨視的な運動方程式とカップルする場合に一般的に有効な枠組である。その

結果、弾性体ではポアソン比 (Poisson ’s ratio)が負になり得るなどの顕著
な影響があり [50,51]、粉体が静止状態から破断する際にも局所的な回転を通
して極性弾性体的な扱いが有効であると考えられる。一方で、構成要素を有

限に留めて連続体近似を行う手法の概念的な分かりにくさや構成方程式の複

雑化から来る解析の面倒さ、各具体例で考える際には一般論を特に必要とし

ないこと等から極性連続体の考え方が浸透しているとは言い難い。

気体論を用いてスピン自由度を極性流体として特徴づける考え方は古くか

ら Dahler等によって試みられ [52–54]非圧縮流体 [55]やその中のサスペン
ションのレオロジー [56]も議論されている。粉体流への適用は金谷によるも
の [57]や Lunによるもの [58]が知られ、SPH法による有効性の検証 [59]も
試みられている。また境界ではスピンや偶応力テンソルが重要であることは

ジェンキンス（Jenkins）によって指摘されている [60]。最近、御手洗等 [61]
が斜面流に極性流体を適用し、スピン効果を見事に定量的に説明することに

成功した。しかし彼女等の解析を通して明らかになったことは、スピン自由

度が流体の回転と独立に振る舞うのは境界近傍に限定され、また流体そのも

の運動にはスピン自由度の影響は殆ど現れないというものであった。またバ

ビック（Babic）によれば [62], 球対称な粒子では衝突による偶応力テンソル
は消えてしまうということであり、スピン自由度の影響はますます小さいこ

とが明らかになっている。一方で、ごく最近にも [63]でも回転自由度は等分
配則を充たさないことが示されたり、剪断流下での極性流体の線形安定性解

析がなされて [64]おり,　その回転効果を定量的に議論することの必要性も
増している。

5.3 回転自由度の繰り込み

しかしながら、回転自由度を含めた連続方程式 (5.16)は自由度の数が多く、
実際には解析が困難である。また、既述のようにバルクでの影響は殆どない。

そこで、ジェンキンス（Jenkins）とザング（ Zhang）によって提唱された、
回転自由度を動摩擦係数 µの展開という形で法線方向の跳ね返り係数に繰り

込む理論 [65]を用いて、連続方程式を簡単化する。ここではその２次元版で
ある [66] に従い、回転自由度を法線方向の跳ね返り係数に繰り込むことに
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する。

彼らによると、並進運動のエネルギー散逸率χおよび回転運動のエネルギー

散逸率 ξ は粉体温度と回転温度の比（一般に
Θ
T

< 1）で展開することができ、

χ = −χc[
1
2
c2] =

∑

n

an(
Θ
T

) (5.23)

および

ξ = −χc[
σ2

16
ω2] =

∑

n

bn(
Θ
T

) (5.24)

とできる。さらに、Herbst [67]らは χおよび ξ をマクスウェル分布で計算し、

χc[
1
2
c2] ∝ ν2g(ν)T 3/2(−1 + e + χrot) (5.25)

χc[
σ2

16
ω2] ' 0 (5.26)

であることを導いている。ここで、χrotは回転の自由度を含む項である。従っ

て、まず (5.24)式で ξ = 0と置いて
Θ
T
について解くと、

Θ
T

= (1 + e)µ +
(1 + e)2(β0 − 2)

β0 + 1
µ2 + O(µ3) (5.27)

となる。ここで、β0は接線方向の跳ね返り係数で、粒子が衝突するときの入

射角によって値を変えるため、この時点では T とΘの関係は一意には決まら
ない。ところが、この関係式を並進運動のエネルギー散逸率 χに代入すると、

χc[
1
2
c2][

n2g(ν)
(2πT )22πΘ

]−1 1
16T 3Kπ2

(
T

Θ
)1/2

= −1 + e + Q +
Θ
T

M + (
Θ
T

)2N + O((
Θ
T

)3) (5.28)

となる。ここで、

K =
8π

σ
T
√

πΘ (5.29)

Q = −µ + (1 + e)µ2 + O(µ3) (5.30)

M = µ + O(µ3) (5.31)

N = −3
2
µ + O(µ3) (5.32)

である。従って、上式の結果をマクスウェル分布で計算した結果と比べると、

χrot = Q +
Θ
T

M + (
Θ
T

)2N (5.33)

であるから、有効跳ね返り係数を

eeff = e + Q +
Θ
T

M + (
Θ
T

)2N + O((
Θ
T

)3) (5.34)
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とすることで、回転の効果を法線方向の跳ね返り係数の中に
Θ
T
の２次まで繰

り込むことができる。また、動摩擦係数が小さい場合に、eeff をO(µ2)まで
残すと

eeff ' e − µ + 2(1 + e)µ2 (5.35)

となる。この時点で接線方向の跳ね返り係数が、衝突時における粒子の入射

角によって変わることによる不定性は完全に省かれている。

本研究では、回転自由度を繰り込んだ跳ね返り係数 eeff を使うことで、ジェ

ンキンス（Jenkins）とリッチマン（Richman） [9] により与えられた連続方
程式を簡単化して解析を行った。

5.4 回転自由度を繰り込んだ連続方程式

5.4.1 連続方程式

連続方程式の解析を簡単にするため、(5.16)式のうち、角速度および回転
温度の発展方程式は考えずに、並進自由度の発展方程式のみ考える。このと

き、回転自由度の効果は法線方向の跳ね返り係数に繰り込むため、法線方向

の跳ね返り係数を有効跳ね返り係数 eeff に置き換える。従って回転自由度を

繰り込んだ連続方程式は




Dtρ=−ρ∇iui

ρDtui=−∇jPij

ρDtT=−Pij(∇iuj) −∇iqi − χ

(5.36)

となる。ここで、Pij は圧力テンソルであり、静水圧 p、粘性率 η、ずり粘性

率 µを用いて、

Pij = [p − η(∇ · u)]δij − µD̂ij (5.37)

である。但し、δij はクロネッカーのデルタであり、D̂ij = (∂iuj + ∂jui)/2で
ある。また、qは熱流であり、熱伝導率 κを用いて、

q = −κ∇T − λ∇ρ (5.38)

である。但し、密度勾配の係数 λは密度と粉体温度の関数である。また、χ

はエネルギー散逸率であり、具体的には

χ =
1 − e2

4
√

2π
ρ2g(ν)T 1/2[4T − 3

√
π

2
T 1/2(∇ · u)] (5.39)

である。
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5.4.2 スケーリング

本研究では、長さを粒子直径 σ 、速度を U/2でスケーリングした。従っ
て、時間、位置、速度、粉体温度は次のように無次元化される。

t =
2σ

U
t∗ x = σx∗ u =

U

2
u∗ T =

U2

4d
θ

但し、t∗、x∗、u∗、θ はそれぞれ無次元化された時間、位置、速度および粉

体温度であり、dは次元である。ここから、上付きの ∗によって無次元である
ことを表すことにする。次に、連続方程式の各項を無次元化する。まず、ラ

グランジュ微分Dt は

Dt =
U

2σ
(

∂

∂τ
+ u∗ · ∇)

=
U

2σ
Dt∗

と無次元化される。次に、静水圧 p、粘性率 η、ずり粘性率 µ、熱伝導率 κ、

熱流の一部である密度勾配の係数 λを無次元化すると、

p =
ρpU

2

4
p(ν)θ (5.40)

η =
σρpU

2
η(ν)θ1/2 (5.41)

µ =
σρpU

2
µ(ν)θ1/2 (5.42)

κ = σρpUκ(ν)θ1/2 (5.43)

λ =
σρpU

3

8
λ(ν)θ3/2 (5.44)

となる。ジェンキンスとリッチマンによって求められた右辺の各関数は表 5.1
にあげておく。これらの関数を用いると、圧力テンソル Pij は

Pij =
ρpU

2

4
P ∗

ij (5.45)

となり、無次元化された圧力テンソル

P ∗
ij = [p(ν)θ − η(ν)θ1/2(∇∗ · u∗)]δij − µ(ν)θ1/2D̂∗

ij (5.46)

が得られる。熱流 qi は

q =
ρpU

3

8
q∗ (5.47)

となり、無次元化された熱流

q∗ = −κ∗(ν)θ1/2∇∗θ − λ∗(ν)θ3/2∇∗ν (5.48)

が得られる。エネルギー散逸率 χは

χ =
ρpU

3

8σ
χ∗ (5.49)
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表 5.1: 無次元化された各関数。

p(ν) =
1
2
ν[1 + (1 + e)νg(ν)]

η(ν) =
1√
2π

(1 + e)ν2g(ν)

µ(ν) =
√

π

2
[

1
7 − 3e

g(ν)−1 +
(1 + e)(3e + 1)

4(7 − 3e)
ν + (

(1 + e)(3e − 1)
8(7 − 3e)

+
1
π

)(1 + e)ν2g(ν)]

κ(ν) =
√

2π[
1

(1 + e)(19 − 15e)
g(ν)−1 +

3(2e2 + e + 1)
8(19 − 15e)

ν + (
9(1 + e)(2e − 1)

32(19 − 15e)
+

1
2π

)(1 + e)ν2g(ν)]

λ(ν) = −
√

π

2
3e(1 − e)

16(19 − 15e)
[4g(ν)−1 + 3(1 + e)ν]

1
ν

d(ν2g(ν))
dν

となり、無次元化されたエネルギー散逸率

χ∗ =
1 − e2

4
√

2π
ν2g(ν)θ1/2[4θ − 3

√
π

2
θ1/2(∇∗ · u∗)] (5.50)

が得られる。

従って、これらを連続方程式に戻すと、ρpや U などといった次元を持つも

のは両辺で相殺するため、無次元化された連続方程式は以下のようになる。




Dtν=−ν∇ · u
νDtui=−∇jPij

1
2
νDtθ=−Pij(∇iuj) −∇ · q − χ

(5.51)

但し、簡単のため無次元であることを表す ∗ は省いた。
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第6章 定常状態の解析

6.1 定常解

本章では (5.51)式で導いた流体方程式系を用いて、単純せん断流の定常解
を求めてみる。定常状態では、系の対称性から各流体変数はせん断方向（x

方向）への依存性がなく、壁に垂直な方向（y方向）にのみ依存し、

ν = ν(y) ux = ux(y) uy = 0 θ = θ(y) (6.1)

と書ける。また、他の全ての関数も y のみの関数で書ける。

uy = 0 となるので、流体変数X = (ν, ux, uy, θ)t は

DtX = ∂tX = 0 (6.2)

を満たし、さらに

∇ · u = 0 (6.3)

なので、質量保存の式は自動的に満される。従って、定常状態での連続方程

式で残るのは運動方程式とエネルギーの式のみで、




0=∇yPxy

0=∇yPyy

0=−Pyx∇yux −∇yqy − χ

(6.4)

となる。ここで、(6.20)式の第１、２式（運動方程式）から、定常状態では
圧力テンソル Pxy(= Pyx), Pyy が空間的に一定であることが解る。

Pxy = τ (一定) Py = p (一定) (6.5)

となる。従って、Pxy, Pyy の表式から




−µ(ν)
2

θ1/2 dux

dy
=τ

1
2
ν[1 + (1 + e)νg(ν)]=p

(6.6)

という関係が得られる。これより、せん断方向の速度勾配と温度を ν で表す

ことができ、

dux

dy
= − 2τ

µ(ν)θ1/2
(6.7)

θ =
2p

ν[1 + (1 + e)νg(ν)]
=

p

α(ν)
(6.8)
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となる。但し、

α(ν) ≡ 2
ν[1 + (1 + e)νg(ν)]

(6.9)

である。従って、これらを (6.20)の第３式（エネルギー方程式）に代入すれ
ば、ν のみの微分方程式が得られる。

ここで、(6.20)のエネルギー方程式の各項は

Pyx∇yux = −τ
2τ

µ(ν)θ1/2

= −2
τ2

p1/2

α(ν)1/2

µ(ν)
(6.10)

qy = −p3/2 κ(ν)√
α(ν)

∇y(
1

α(ν)
) − p3/2 λ(ν)

α(ν)3/2
∇yν

=
p3/2

2α(ν)3/2
[(1 + (1 + e)

d

dν
(ν2g))

κ(ν)
α(ν)

− λ(ν)]∇yν(6.11)

χ = (1 − e)η(ν)θ3/2

= p3/2(1 − e)
η(ν)

α(ν)3/2
(6.12)

となるので、エネルギー方程式は

d

dy
[

1
α(ν)3/2

[(1 + (1 + e)
d

dν
(ν2g))

κ(ν)
2α(ν)

− λ(ν)]
dν

dy
]

= ε
2α(ν)1/2

µ(ν)
− (1 − e)

η(ν)
α(ν)3/2

という ν に関する微分方程式となる。但し、

ε =
(

τ

p

)2

(6.13)

である。

F (ν) =
1

α(ν)3/2
[(

1
2

+ r
d

dν
(ν2g))

κ(ν)
α(ν)

− λ(ν)] (6.14)

G(ν) = ε
2α(ν)1/2

µ(ν)
− (1 − e)

η(ν)
α(ν)3/2

(6.15)

として、ν に関する微分方程式を

d

dy
[F (ν)

dν

dy
] = G(ν) (6.16)

と置く。いま、 d
dν H(ν) = F (ν) とすると、

d

dy
H(ν) =

dH(ν)
dν

dν

dy

= F (ν)
dν

dy
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なので、H(ν) を使って、νに関する微分方程式がH(ν)に関する２階の常微
分方程式となる。

d

dy
(
dH(ν)

dy
) = G(ν)

この両辺に dH(ν)
dy∗ を掛けて、バルク中央（y = 0）から任意の位置 y まで積

分すると

1
2

d

dy
(
dH(ν)

dy
)2 = G(ν)

dH(ν)
dy

1
2
[(

dH(ν)
dy

)2 − (
dH(ν)

dy
)2y=0] =

∫ y

0

G(ν)
dH(ν)

dy′ dy′

となる。左辺において、
dν

dy
|y=0 = 0 (6.17)

という条件を加えることで、

(
dH(ν)

dy
)2y=0 = (F (ν)

dν

dy
|y=0)2 = 0

となる。また、右辺は積分変数を変換して
∫ y

0

G(ν)
dH(ν)

dy′ dy′ =
∫ H(ν(y))

H(ν(0))

G(ν)dH(ν)

=
∫ ν(y)

ν(0)

F (ν′)G(ν′)dν′

となる。最後の式変形では、 d
dν H(ν) = F (ν)より dH(ν) = F (ν)dνとなるこ

とを用いた。

以上により

1
2
(
dH(ν)
dy∗ )2 =

∫ ν(y)

ν(0)

F (ν′)G(ν′)dν′

つまり

dH(ν)
dy∗ = ±

√
2

∫ ν(y)

ν(0)

F (ν′)G(ν′)dν′ (6.18)

となるので、dH(ν)
dy = F (ν)dν

dy により F (ν)に戻すと

± F (ν)√
2

∫ ν(y)

ν(0)
F (ν′)G(ν′)dν′

dν = dy (6.19)

となる。従って、これを再び 0から yまで積分することにより、

±
∫ ν(y)

ν(0)

F (ν′)√
2

∫ ν′

ν(0)
F (ν′′)G(ν′′)dν′′

dν′ = y (6.20)

となり、ν を y の関数として求めることが出来る。また、(6.7)および (6.8)
式により、速度場と粉体温度も y の関数として求まる。
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表 6.1: 定常状態において衝突している粉体粒子の内訳

２体衝突 97.6%
多体衝突 2.4%

6.2 DEMデータと理論値の比較

上記の方法で定常解を数値的に求め、DEMによる分子シミュレーションの
データと比較した。定常解を数値的に求める際に、ν(0)の値が不定値として
残るが、ここでは算出した面積占有率 ν(y)をバルク全体で積分し、その値が

1
∆

∫ ∆/2

−∆/2

ν(y)dy = ν̄ (6.21)

に十分近い値に収束するまで反復計算をしている。また、境界条件から決まる p

および τ の値はフィッティングパラメータとして使い、p = 0.10、τ = −0.0017
とした。

粉体粒子の回転が無い場合

まず、粉体粒子の回転を排除した DEMによる分子シミュレーションの定
常状態を、回転自由度を除いた連続方程式系 (5.51)の定常解を上述の方法に
より求めたものと比較したのが図 6.1 、図 6.2、図 6.3 であり、それぞれ面積
占有率、粉体温度、せん断方向の速度場を比較したものである。これらはい

ずれも定量的な一致をみることができ、相分離した状態でのクラスター領域

（高密度・低温）でも運動論により導かれた連続方程式が有効であることが解

る。高密度・低温な領域でも運動論が適用できたことは、定常状態のクラス

ター領域（高密度・低温）内での粉体粒子は殆ど自由に飛んでおり（接触し

ている粒子は全体の 1.014パーセント）、また接触している粒子のうち、97
パーセント以上が２体衝突であるという DEMによる分子シミュレーション
の実測値からも納得できる結果である。

粉体粒子の回転がある場合

次に、粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュレーションの定常状
態を、回転自由度を繰り込んだ連続方程式系 (5.51)を上述の方法により求め
たもの（つまり回転自由度を繰り込んだ跳ね返り係数 eeff = 0.798を用いて
計算した定常解）と比較したのが図 6.4 、図 6.5、図 6.6 である。なお、フィッ
ティングパラメータ pと τ の値は図 6.1 で使用したものと同じで、p = 0.10、
τ = −0.0017である。
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表 6.2: 定常解のフィッティング値と DEMによる実測値

定常解 シミュレーション　

p 0.10 2.5 × 10−3

τ −1.7 × 10−3 −1.7 × 10−3

バルク中央における面積占有率のピークの値のずれが大きくなるものの、

半定量的な一致をみている。また、粉体温度とせん断方向の速度場について

はいずれも定量的に一致する。これにより、回転する粉体粒子からなる粉体

せん断流の定常状態も、回転自由度を法線方向の跳ね返り係数に繰り込むこ

とで半定量的に説明できたということがいえる。

6.3 定常状態での圧力について

定常解を求める際に、圧力 pおよび τ はフィッティングパラメータとして

扱ったが、その値は DEMによる分子シミュレーションで実際に測定するこ
ともできる。ここでは [77–81]に従い、

Pαβ =
1
A

(
∑

i≤j

σ

2
nij

α Fij
β +

n∑

i=1

Ci
αCj

β) (6.22)

として圧力を測定した。但し、Aは圧力を測定するセルの面積、nij は粒子 i

の中心から粒子 jの中心に向かう方向の単位ベクトル、Fij は粒子 iが粒子 j

に及ぼす合力、Ci は粒子 iの速度ゆらぎCi = ci − uである。

DEMによる分子シミュレーションでも定常状態において pおよび τ は空

間的に一様にはなることは確認していて、τ の平均値はフィッティングの値と

ほぼ同じになる。しかし、p の平均値はフィッティングの値と強度一桁異なる

結果になってしまった（表 6.2）。この不一致の原因を明らかにすることは境
界条件の議論も含めて今後の課題である。

6.4 弾性極限および強いせん断応力がかかる場合に

ついて

弾性極限 (e → 1) では、被積分関数の分母のルートの中が負、すなわち
G(ν) > 0になってしまい、定常解が計算できない。また、ε > 0.06 になる程
強いせん断応力がかかる場合も、G(ν) > 0になってしまい計算できない。

DEMにおいても、上述の極限においてはいずれもエネルギーが定常化せ
ず、定常状態が得られない。従って、これらは非定常問題であり、新たな課

題として残っている。

48



表 6.3: 高密度系の定常解のフィッティング値と DEMによる実測値（回転が
無い場合）

定常解 シミュレーション　

p 3.0 × 10−3 9.3 × 10−4

τ −8.0 × 10−4 −1.0 × 10−4

表 6.4: 高密度系の定常解のフィッティング値と DEMによる実測値（回転が
ある場合）

定常解 シミュレーション　

p 2.7 × 10−2 5.8 × 10−4

τ −9.0 × 10−4 −2.1 × 10−4

6.5 高密度粉体ガス系の振る舞い

平均面積占有率が ν̄ = 0.24である高密度粉体ガス系のせん断流の面積占有
率の時間発展の様子を図 6.7に示す。ここではシステムサイズを保つために、
せん断方向のバルク幅を半分にすることで平均面積占有率を２倍にしている。

図 6.7によると、２本のクラスターの間のプラグ領域に、新しく小さなクラ
スターが形成されているのが解る。これは２本のクラスターがバルク中央に

移動する際に、プラグ領域の粉体粒子が２本のクラスターに弾かれて、中央

で粉体粒子同士が非弾性衝突を起こして滞留するためである。高密度粉体ガ

ス系では、この様な２次的な現象も観測できる。また、粉体温度の時間発展

の様子（図 6.8）と比較すると、クラスターが形成される領域で粉体温度が比
較的に低くなることが解る。

図 6.11、図 6.12、図 6.13および図 6.14、図 6.15、図 6.16 は粉体粒子の回
転が無い場合および粉体粒子の回転がある場合の定常状態を、式 (6.21) が
ν̄ = 0.24に収束するように計算した定常解と重ねてプロットしたものである。
高密度の場合でも式 (6.20)から計算される定常解により半定量的な一致を得
ることができる。

なお、フィッティングパラメータ p、τ の値とDEMによる粒子シミュレー
ションから実測した値は表 6.3、6.4にまとめておく。
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図 6.1: 回転を排除したDEMによる分子シミュレーションの定常状態におけ
る面積占有率 ν （ドット）と回転自由度を除いた定常解（実線）の比較。定

量的に一致している。

 0

 4

 8

 12

-90 -60 -30  0  30  60  90

図 6.2: 回転を排除したDEMによる分子シミュレーションの定常状態におけ
る粉体温度 θ （ドット）と回転自由度を除いた定常解（実線）の比較。境界

付近のゆらぎは大きいが、定量的に一致している。
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図 6.3: 回転を排除したDEMによる分子シミュレーションの定常状態におけ
るせん断方向の速度場 ux （ドット）と回転自由度を除いた定常解（実線）の

比較。定量的に一致している。
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図 6.4: 粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュレーションの定常状
態における面積占有率 ν （ドット）と回転自由度を繰り込んだ定常解（実線）

の比較。バルク中央のピークのずれが大きい。低密度な領域では定量的に一

致する。
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図 6.5: 粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュレーションの定常状
態における粉体温度 θ （ドット）と回転自由度を繰り込んだ定常解（実線）

の比較。境界付近のゆらぎは大きいが、定量的に一致している。
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図 6.6: 粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュレーションの定常状
態におけるせん断方向の速度場 ux （ドット）と回転自由度を繰り込んだ定

常解（実線）の比較。定量的に一致している。
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図 6.7: 高密度粉体ガス系における面積占有率 ν の時間発展。
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図 6.8: 高密度粉体ガス系における粉体温度 θの時間発展。
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図 6.9: 高密度粉体ガス系におけるせん断方向の速度場 ux の時間発展。
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図 6.10: 高密度粉体ガス系における壁に垂直な方向の速度場 uy の時間発展。
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図 6.11: 高密度粉体ガス系。回転を排除したDEMによる分子シミュレーショ
ンの定常状態における面積占有率 ν （ドット）と回転自由度を除いた定常解

（実線）の比較。
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図 6.12: 高密度粉体ガス系。回転を排除したDEMによる分子シミュレーショ
ンの定常状態における粉体温度 θ（ドット）と回転自由度を除いた定常解（実

線）の比較。境界付近のゆらぎは大きいが、定量的に一致している。
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図 6.13: 高密度粉体ガス系。回転を排除したDEMによる分子シミュレーショ
ンの定常状態におけるせん断方向の速度場 ux （ドット）と回転自由度を除

いた定常解（実線）の比較。定量的に一致している。
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図 6.14: 高密度粉体ガス系。粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュ
レーションの定常状態における面積占有率 ν （ドット）と回転自由度を繰り

込んだ定常解（実線）の比較。バルク中央のピークのずれが大きい。低密度

な領域では定量的に一致する。
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図 6.15: 高密度粉体ガス系。粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュ
レーションの定常状態における粉体温度 θ （ドット）と回転自由度を繰り込

んだ定常解（実線）の比較。境界付近のゆらぎは大きいが、定量的に一致し

ている。
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図 6.16: 高密度粉体ガス系。粉体粒子の回転を入れたDEMによる分子シミュ
レーションの定常状態におけるせん断方向の速度場 ux （ドット）と回転自

由度を繰り込んだ定常解（実線）の比較。定量的に一致している。
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第7章 Linear Stability

Analysis

7.1 粉体せん断流の線型安定性解析

第３章のはじめに述べたように、粉体せん断流の解析には、連続体をベー

スにした数値解析などがある。しかし、粉体流の従う連続方程式を解析的に

解く手段はなく、連続体をベースにした数値解析も実験的な役割の方が大き

いのが現状である。そこで、粉体せん断流の場合に、通常の流体のせん断流に

見られるような単調な解の不安定性を議論することで、粉体せん断流の性質

を洗い出そうとする試みが数多く報告されている。本研究で扱ったような２

次元粉体ガスのせん断流に関する線型安定性解析は、アラム（Alam）とノッ
ト（Nott） [68–70]をはじめ、バビック（Babic）やサーベッジ（Savage）な
ど [71–74]、多くの報告がなされている。多くの場合、バルク幅が無限である
として線型安定性解析をしているが、アラムらの報告 [68]では有限なバルク
幅での線型安定性解析を行っており、バルク幅が引き起こす粉体せん断流の

定常解の分岐について詳しい説明がある。さらに、最近は回転自由度のある

流体系の安定性解析も詳しく調べられている。

また、粉体ガスではなく、重力の影響も考慮した粉体流の線型安定性解析

を行ったものに、斜面流の線型安定性解析の報告 [13,15]などもある。
ここでは本シミュレーションで用いたパラメータを使用し、Lees-Edwards
境界における粉体せん断流に関する線型安定性解析をすることで、相分離し

た解の安定性を議論する。尚、本章の結果はほぼ文献 [70,71]と一致する。

7.2 線型化

連続方程式には一様解




ν = ν0 (一定)
dux0

dy
= a (一定)

uy0 = 0
θ = θ0 (一定)

a =

√
2(1 − e)η0

µ0
θ
1/2
0

(7.1)
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も自明な解として存在するが、実際には相分離した解が得られる。ここでは

一様解の不安定性を議論するために、線型安定性解析を行う。

まず、各流体変数を列ベクトル

X(x, y, t) =




ν(x, y, t)
ux(x, y, t)
uy(x, y, t)
θ(x, y, t)




(7.2)

で表したとき、一様解X0(y)と微小な摂動 X̂(x, y, t)に分解すれば、

X(x, y, t) = X0(y) + X̂(x, y, t) (7.3)

であるから、連続方程式に代入して X̂に関して線型な項のみを残す。まず、

Lagrange微分Dt = ∂t + u · ∇は以下の様に線型化される。




(∂t + u · ∇)ν =(∂t + a∂x)ν̂
ν(∂t + u · ∇)ux=(∂t + a∂x)ûx + aûy

ν(∂t + u · ∇)uy=ν0(∂t + a∂x)ûy

ν(∂t + u · ∇)θ =ν0(∂t + a∂x)θ̂

(7.4)

ここで添え字の 0は一様解の場合であることを表し、以下同様の表現を採用
する。次に、各関数を線型化する。まず２体相関関数は

g(ν) = g0 + gν ν̂ (7.5)

と線型化される。但し、gν は g(ν)の１次の摂動 ν̂ の係数であり、一様解の

値で決まる定数である。以下同様に、静水圧は

p = p0 + pν ν̂ + pθ θ̂ (7.6)

粘性率のうち面積占有率による部分は

η(ν) = η0 + ην ν̂ (7.7)

ずり粘性率のうち面積占有率による部分は

µ(ν) = µ0 + µν ν̂ (7.8)

と線型化される。但し、各関数の摂動の係数は表 7.1にまとめておく。次に、
圧力テンソルを線型化する。圧力テンソルは、一様解の場合のもの P 0

ij およ

び摂動部分 P̂ij に分けることができ、

Pij = P 0
ij + P̂ij (7.9)

となる。ここで、

P 0
ij =

(
p0 τ0

τ0 p0

)
D0

ij =

(
0 a/2

a/2 0

)
(7.10)
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表 7.1: 各関数の１次の摂動の係数

gν =
7ν0 − 25

16(ν0 − 1)3

pν =
1
2
θ0[1 + (1 + e)ν0g0] +

1
2
ν0θ0(1 + e)(ν0gν + g0)

pθ =
1
2
[1 + (1 + e)ν0g0]ν0

ην =
1 + e√

2π
(ν2

0gν + 2ν0g0)

µν =
√

π

2
[
16(ν0 − 1)(25 − 7ν0)
(7 − 3e)(7ν0 − 16)2

+
(1 + e)(3e + 1)

4(7 − 3e)
+ (

(1 + e)(3e − 1)
8(7 − 3e)

+
1
π

)(1 + e)(ν2
0gν + 2ν0g0)]

であり、摂動部分に関しては

P̂ij = [p̂ − η0θ
1/2
0 ∇ · û]δij − µ̂θ

1/2
0 D0

ij

−1
2
µ0θ

−1/2
0 θ̂D0

ij − µ0θ
1/2
0 D̂ij (7.11)

D̂ij =

(
∂xûx

1
2 (∂yûx + ∂xûy)

1
2 (∂yûx + ∂xûy) ∂yûy

)
(7.12)

である。従って、圧力テンソルの各成分の具体形は

P̂xx = pν ν̂ + pθ θ̂ − (η0 + µ0)θ
1/2
0 ∂xûx − η0θ

1/2
0 ∂yûy

P̂yy = pν ν̂ + pθ θ̂ − (η0 + µ0)θ
1/2
0 ∂yûy − η0θ

1/2
0 ∂xûx

P̂xy = −1
2
aµνθ

1/2
0 ν̂ − 1

4
aµ0θ

−1/2
0 θ̂ − 1

2
µ0θ

1/2
0 ∂yûx − 1

2
µ0θ

1/2
0 ∂xûy

P̂yx = P̂xy

である。これにより、圧力テンソルの空間微分は以下の様に線型化される。

−∇jPij = −P 0
xx∂xûx − P 0

xy∂xûy − (P 0
yx∂yûx + aP̂yx) − P 0

yy∂yûy

= (−p0∂x − τ0∂y)ûx + (−p0∂y − τ0∂x)ûy − aP̂yx

=
1
2
a2µνθ

1/2
0 ν̂ +

1
4
a2µ0θ

−1/2
0 θ̂

+(−p0∂x − 2τ0∂y)ûx + (−p0∂y − 2τ0∂x)ûy (7.13)
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次に、熱流を線型化する。熱流も一様解の場合のもの q0 と摂動部分 q̂に

分けることができ、

q = q0 + q̂ (7.14)

となる。ここで、

q0 = 0 (7.15)

q̂ = −κ0θ
1/2
0 ∇θ̂ − λ0θ

3/2
0 ∇ν̂ (7.16)

である。従って、熱流の勾配は以下の様に線型化される。

−∇ · q = λ0θ
3/2
0 [∂2

x + ∂2
y ]ν̂ + κ0θ

1/2
0 [∂2

x + ∂2
y ]θ̂ (7.17)

次に、散逸項を線型化する。散逸項も一様解の場合のもの χ0と摂動部分 χ̂

に分けることができ、

χ = χ0 + χ̂ (7.18)

となる。ここで、

χ0 = (1 − e)η0(ν0)θ
3/2
0 (7.19)

χ̂ = (1 − e)ηνθ
3/2
0 ν̂ +

3
2
(1 − e)η0θ

1/2
0 θ̂

−3
4

√
π

2
(1 − e)η0θ0∇ · û (7.20)

である。

以上により、線型化された連続方程式は以下の様になる。

質量保存則

∂tν̂ = −a∂xν̂ − ν0(∂xûx + ∂yûy) (7.21)

運動方程式

∂tûx = ν−1
0 (

1
2
aµνθ

1/2
0 ∂y − pν∂x)ν̂

+ν−1
0 (

1
4
aµ0θ

−1/2
0 ∂y − pθ∂x)θ̂

+(ν−1
0 [(η0 + µ0)θ

1/2
0 ∂2

x +
1
2
µ0θ

1/2
0 ∂2

y ] − a∂x)ûx

+(ν−1
0 (η0 +

µ0

2
)θ1/2

0 ∂x∂y − a)ûy (7.22)
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∂tûy = ν−1
0 (

1
2
aµνθ

1/2
0 ∂x − pν∂y)ν̂

+ν−1
0 (

1
4
aµ0θ

−1/2
0 ∂x − pθ∂y)θ̂

+ν−1
0 (η0 +

µ0

2
)θ1/2

0 ∂x∂yûx

+(ν−1
0 [(η0 + µ0)θ

1/2
0 ∂2

y +
1
2
µ0θ

1/2
0 ∂2

x] − a∂x)ûy (7.23)

エネルギー保存則

∂tθ̂ = ν−1
0 [2λ0θ

3/2
0 (∂2

x + ∂2
y) + a2µνθ

1/2
0 + (1 − e)ηνθ

3/2
0 ]ν̂

+(ν−1
0 [2κ0θ

1/2
0 (∂2

x + ∂2
y) +

1
2
a2µ0θ

−1/2
0 +

3
2
(1 − e)η0θ

1/2
0 ] + a∂x)θ̂

+ν−1
0 [(−3

4

√
π

2
(1 − e)η0θ0 − 2p0)∂x − 4τ0∂y]ûx

+ν−1
0 [(−3

4

√
π

2
(1 − e)η0θ0 − 2p0)∂y − 4τ0∂x]ûy (7.24)

以上をまとめて行列の形に書けば

∂tX̂ = LX̂ (7.25)

ここで、

L =




−a∂x −ν0∂x −ν0∂y 0
al∂y − (pν/ν0)∂x q∂2

x + m∂2
y − a∂x q′∂x∂y − a an∂y − (pθ/ν0)∂x

al∂x − (pν/ν0)∂y q′∂x∂y q∂2
y + m∂2

x − a∂x an∂x − (pθ/ν0)∂y

β1(∂2
x + ∂2

y) + α1 w∂x − (4τ0/ν0)∂y w∂y − (4τ0/ν0)∂x β2(∂2
x + ∂2

y) + α2 + a∂x




であり、l,m, n, q, q′, α1, α2, β1, β2は表 7.2の通り、一様解の値のみに依る関
数である。

7.3 安定性解析

7.3.1 無限系

流体変数の時間部分はラプラス変換、空間部分はフーリエ変換し、

X(t, x, y) = X(0, 0, 0)eσteikxeiky (7.26)

として線型化された連続方程式を書き直せば

σX̂ = LX̂ (7.27)
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表 7.2: 行列 Lの成分における空間微分の係数

l =
1
2
ν−1
0 µνθ

1/2
0 m =

1
2
ν−1
0 µ0θ

1/2
0

q = ν−1
0 (η0 + µ0)θ

1/2
0 q′ = ν−1

0 (η0 + µ0/2)θ1/2
0

n =
1
4
ν−1
0 µ0θ

−1/2
0 w = ν−1

0 (−3
4

√
π

2
(1 − e)η0θ0 − 2p0)

α1 = 2a2l + (1 − e)ν−1
0 ηνθ

3/2
0 α2 = a2n +

3
2
(1 − e)ν−1

0 η0θ
1/2
0

β1 = 2ν−1
0 λ0θ

3/2
0 β2 = 2ν−1

0 κ0θ
1/2
0

となり、行列 Lは以下のようになる。

L =




−iakx −iν0kx −iν0ky 0
ialky − i(pν/ν0)kx −qk2

x − mk2
y − iakx −q′kxky − a ianky − i(pθ/ν0)kx

ialkx − i(pν/ν0)ky −q′kxky −qk2
y − mk2

x − iakx iankx − i(pθ/ν0)ky

−β1(k2
x + k2

y) + α1 iwkx − i(4τ0/ν0)ky iwky − i(4τ0/ν0)kx −β2(k2
x + k2

y) + α2 + iakx




ここで、x軸方向にせん断がかかる系においては、時間とともに x軸方向に

引き伸ばされた空間構造をとる [75]。従って、時刻 t = 0での波数を kx0, ky0

として、波数を

k = (kx0, ky0 − kx0t) (7.28)

とする。つまり波数は時間の線型関数になる。これにより行列 Lは

L = A0 + A1t + A2t
2 (7.29)

と t の関数になる。ここで、行列 A0 は行列 L において kx → kx0 および

ky → ky0 としたものに等しく、行列A1 とA2 は

A1 = kx0




0 0 iν0 0
−il ν−1

0 µ0θ
1/2
0 ky0 q′kx0 −in

iν−1
0 pν q′kx0 2qky0 iν−1

0 pθ

2β1ky0 4iν−1
0 τ0 −iw 2β2ky0



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A2 = k2
x0




0 0 0 0
0 −m 0 0
0 0 −q 0

−β1 0 0 −β2




(7.30)

である。

7.3.2 kx = 0の場合

kx = 0であるため、A1 = A2 = 0となり、摂動は

σX̂ = A0X̂ (7.31)

となる。つまり、kx = 0の場合は、せん断がかかっても時間的に変化しない
恒常的な不安定性をみることになる。但し、

A0 =




0 0 −iν0ky0 0
ilky0 −mk2

y0 −a inky0

−i(pν/ν0)ky0 0 −qk2
y0 −i(pθ/ν0)ky0

−β1k
2
y0 + α1 −4i(τ0/ν0)ky0 iwky0 −β2k

2
y0 + α2




(7.32)

である。一様解を不安定化させるモードを取り出すため、式 (7.32)が自明で
ない解を持つ条件

det[σI − A0] = 0 (7.33)

を解く。但し、Iは４行４列の単位行列である。(7.33)式は σの４次方程式

σ4 + ω3σ
3 + ω2σ

2 + ω1σ + ω0 = 0 (7.34)

であり、各係数はそれぞれ

ω3 = −(m + q + β2)k2
y0 − α2 (7.35)

ω2 = (mq + qβ2 + β2m)k4
y0

+(mα2 + qα2 + 4nτ0/ν0 + wpθ/ν0 − pν)ky0 (7.36)

ω1 = −mqβ2k
6
y0 + [(m + β2)pν + (nv − mα2)q − (β1 + mw/ν0)pθ]k4

y0

+(pνα2 − (α1 + 4aτ0/ν2
0)pθ)k2

y0 (7.37)

ω0 = −m(pνβ2 − pθβ1)k6
y0

+[(4τ0l/ν0 + mα1)pθ − (4nτ0/ν0 + mα2)pν ]k4
y0 (7.38)

である。本シミュレーションで使用した値に合わせ、平均面積占有率は ν̄ =
0.12、跳ね返り係数は e = 0.798 として式 (7.34)数値的に解を求めたのが図
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図 7.1: 決定方程式を数値的に求めた解の実部。右は小さな波数領域での拡
大図。小さな波数領域では２つの独立なモードと１組の縮退した負のモード

が得られ、波数が少し大きくなると、独立だったモードが縮退して負になる。

小さな波数領域で独立であったモードの内の一方はほとんど 0であり、もう
一方の独立な解が支配的なモードであることが解る。また、さらに大きな波

数領域では縮退していたモードの縮退が解けるものの、いずれも負の値をと

るため、一様解の不安定性には寄与しない。

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0 0.5 1 1.5 2
ky

Im( )

図 7.2: 決定方程式を数値的に求めた解の虚部。４つのモードがそれぞれ対称
に現れる。図中のギャップのある部分では σが実数解になっている。
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図 7.3: 平均面積占有率 ν̄ = 0.12の場合の跳ね返り係数 eに対する不安定な

波数領域。本シミュレーションで使用した跳ね返り係数 e = 0.798ではすべ
ての波数領域で一様解が不安定であることが解る。e → 1の極限で、一様解
の安定領域が拡がってくる。

7.1である。このとき、小さな波数領域で正になる不安定モードが現れるのが
解る。

次に、平均面積占有率を ν̄ = 0.12に固定した場合に、跳ね返り係数 eの値

に対する不安定モードの実部の値を波数を縦軸にしてマッピングしたものが

図 7.3である。本シミュレーションで使用した跳ね返り係数 e = 0.798 では
すべての波数領域で一様解が不安定である。また、弾性極限 e → 1で一様解
の安定領域が拡がってくるという特徴が見られる。

次に、跳ね返り係数を e = 0.798に固定した場合に、平均面積占有率 ν の

値に対する不安定モードの実部の値を波数を縦軸にしてマッピングしたもの

が図 7.4である。本シミュレーションで使用した平均面積占有率 ν̄ = 0.12 で
はすべての波数領域で一様解が不安定である。また、希薄極限 ν̄ → 0で一様
解の安定領域が拡がってくるという特徴が見られる。

7.3.3 kx 6= 0の場合

e = 0.798、ν = 0.12の場合の不安定領域の時間発展を図 7.6に示す。この
場合、不安定領域はせん断方向の波数 kx の方向に引き伸ばされていく。
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図 7.4: 跳ね返り係数 e = 0.798の場合の平均面積占有率 ν̄ に対する不安定な

波数領域。本シミュレーションの平均面積占有率 ν̄ = 0.12ではすべての波数
領域で一様解が不安定であることが解る。ν̄ → 0の極限で、一様解の安定領
域が拡がってくる。
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図 7.5: 不安定モードが現れる小さな波数 ky = 0.05に対して、跳ね返り係数
eと平均面積占有率 ν̄を軸にして不安定領域をマッピングしたもの。弾性・希

薄極限で一様解の安定領域が拡がってくる。
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図 7.6: e = 0.798、ν0 = 0.12での不安定領域の時間発展。図中の tの値は

時間を表す。島状の不安定領域がせん断によって引き伸ばされていく様子が

解る。

7.4 有限系

有限系では波数は

kn =
2nπ

∆
(n = 0, 1, 2, · · · ) (7.39)

という離散的な値をとる。このとき、∆が小さければ離散性の効果が顕著に
現れ、波数 k → 0の極限に存在しなかった線型安定な領域が存在するように
なる（因みに kn = 0は中立安定である）。従って、有限周期系にせん断をかけ
たときには一様せん断流が実現しうる。有限系での議論は、アラム（Alam）
とノット（Nott）によって詳しい論文がある [68]。彼らの論文によると、バ
ルク幅∆の逆数をオーダーパラメータにして定常解が分岐することが報告さ
れており、∆が小さければ一様解が安定になるということも示されている。
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第8章 緩和過程

8.1 緩和過程の数値解析の目的と方法

DEMによる分子シミュレーションの結果、粉体せん断流は比較的に早い
段階でエネルギー的にほぼ一定な準安定状態に達した後、壁からやや離れた

位置に２つのクラスターを形成し、バルク中央に向かって移動していき、バ

ルク中央での衝突・合体の後、相分離した状態で定常に至る。この間の各流

体変数の緩和の様子は第３章に示した通りである。第４章では定常状態の解

析を行い、DEMによる分子シミュレーションの結果を再現することができ
た。これは第５章で述べたように、定常状態においては連続方程式が面積占

有率の微分方程式に落とすことができ、粉体温度と速度場を面積占有率の分

布から一意に決めることができるためである。

しかし、粉体せん断流が定常状態に至るまでの緩和過程を解析するには、

定常解を求めた時のように方程式を簡単化することが難しい。そこで、まず

は連続方程式を数値的に解き、その結果が DEMによる分子シミュレーショ
ンの結果とよく一致することを確認しておく。次に、数値的に解いた連続方

程式の項のうち、緩和過程で見られたクラスターの形成など、粉体せん断流

の特徴的な現象に大きく寄与する項を残していくことで、相分離に至るまで

の緩和過程の様子を記述できる最も簡単化された連続方程式を求める。そし

て、このように半実験的に求められた連続方程式の解析解を求めるというの

が本章の目的である。

流体の連続方程式の数値解法については数多くの参考書があり [83–87]、通
常の流体に関しての解法は確立している。粉体流の場合も、連続方程式の形

は違うものの、偏微分方程式を数値的に解く方法は通常の流体に対してとら

れている方法と特に変わる点はない。本シミュレーションでは、空間微分に

ついては空間刻みの２次の精度を保ち、時間発展については４次のルンゲ・

クッタ法を用いている。また、境界条件については、粉体せん断流の場合に

ついて [88–92]に報告があり、壁と衝突する粉体粒子の運動量保存と壁での
エネルギー収支の関係を定式化してある。本研究で用いたバンピー境界の場

合については、ヒューイ（Hui）らによって詳しく説明されている [93]。
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8.2 連続方程式の差分化

第３章で与えられた、回転自由度を繰り込んだ連続方程式を差分化する。

また、各流体変数 uをせん断方向（x方向）に平均化し、壁に垂直な方向（y

方向）への変化のみ考える。空間微分は空間刻みを hとして中央差分するこ

とで、打ち切り誤差を O(h2)の程度に揃えている。なお、本シミュレーショ
ンでは h = 1にとってある。

du

dy
=

ui,j+1 − ui,j−1

2h

d2u

dy2
=

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2

(8.1)

但し、uの添え字の iは時間ステップを表し、jは空間ステップを表している。

連続方程式は２階の空間微分まで含んでいるので、空間微分を含む項をまと

めて f(u,∇yu,∇2
yu)とすると、

∂tu = f(u,∇yu,∇2
yu) (8.2)

と書ける。従って、上述の差分化により

ui+1,j = ui,j + δtf(ui,j , ui,j−1, ui,j+1) (8.3)

とすることで各流体変数の時間ステップを１つ進ませることができる。時間

発展には４次のRunge-Kutta法を採用しており、時間刻み δtは 0.01とした。

8.3 境界条件

境界条件は、ジョンソン（Johnson）とジャクソン（Jackson）によるもの [89]
を簡単化して用いる。まず、境界面での粉体流の速度と壁の速度の差をスリッ

プ速度 usl = u−uwとして定義する。ここで、uwは壁の速度である。スリッ

プ速度 usl の方向の単位ベクトルを tとし、バルク内に向かう方向へ壁と垂

直に立てた単位ベクトルを nとすると、壁で衝突する粉体粒子と壁の運動量

保存則を考え、

−n · P · t =
π

4
φΩ(ν, θ)|usl| (8.4)

が境界で成立する。但し、Pは境界での圧力テンソルであり、
π

4
は２次元粉

体粒子の質量m = ρp
πd2

4
に起因する。また、φは壁の荒さを表すパラメー

タであり、Ω(ν, θ)は壁と粉体粒子の衝突頻度で、境界での面積占有率と粉体
温度できまり、

Ω(ν, θ) ∝ νg(ν)θ1/2 (8.5)
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である [94]。ここでは比例定数を (8.4)式におけるパラメター φに押し込め

て Ω(ν, θ) = νg(ν)θ1/2 とする。次に、境界におけるエネルギー収支を考え、

n · q = −usl · P · n − Γ(ν, θ) (8.6)

が境界で成立する。ここで、qは境界での熱流であり、Γ(ν, θ)は粉体粒子と
壁との衝突によるエネルギー散逸率である。壁でのエネルギー散逸率は、壁

の硬さを表すパラメータ Φと衝突頻度と境界での粉体温度の積に比例し、

Γ(ν, θ) =
π

4
ΦΩ(ν, θ)θ =

π

4
Φνg(ν)θ3/2 (8.7)

である。なお、本シミュレーションで使用したパラメータの値は φ = 0.20、
Φ = 0.24 である。これらの境界条件を

fb(u,∇yu) = 0 (8.8)

と書いたとき、差分化により

fb(ui,j , ui,j−1, ui,j+1) = 0 (8.9)

と変形できる。これを両壁際での境界値 ui,0、ui,N について解くことにより、

ui,0 = fb1(ui,1, ui,2) (8.10)

ui,N = fb1(ui,N−1, ui,N−2) (8.11)

として境界値を決定する。但し、hN = ∆であり、j = 0は y = −∆/2での
値を表し、j = N は y = ∆/2での値を表している。つまり、各流体変数を離
散化し、面積占有率は νi,j、速度場は ux,i,j および uy,i,j、粉体温度は θi,j で

表すと、(8.4)式は圧力テンソルの具体的な表式から

ux,i,0 =
−ux,i,2 + 4φhνi,1g(νi,1)/µ(νi,1)

1 + 4φhνi,1g(νi,1)µ(νi,1)
(8.12)

ux,i,N =
ux,i,N−2 + 4φhνi,N−1g(νi,N−1)/µ(νi,N−1)

1 + 4φhνi,N−1g(νi,N−1)µ(νi,N−1)
(8.13)

となる。ここで面積占有率は境界で連続であると考え、

νi,0 = 2νi,1 − νi,2 (8.14)

νi,N = 2νi,N−1 − νi,N−2 (8.15)

とする。次に (8.6)式は熱流の具体的な表式から

θi,0 =
θi,1λ(νi,1)(νi,2 − νi,0)

κ(νi,1)

+2h
[φ(1 + ux,i,0)2 − φθi,1]νi,1g(νi,1)

κ(νi,1)
(8.16)

θi,N =
θi,N−1λ(νi,N−1)(νi,N−2 − νi,N )

κ(νi,N−1)

+2h
[φ(1 − ux,i,N )2 − φθi,N−1]νi,N−1g(νi,N−1)

κ(νi,N−1)
(8.17)
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となり、境界での粉体温度の値が決まる。また、壁を通して粒子の移動は無

いため、境界では uy = 0であるから

uy,i,0 = 0 (8.18)

uy,i,N = 0 (8.19)

となる。

8.4 完全な連続方程式の数値解析結果

まず、回転自由度を繰り込んだ連続方程式 (5.51)を yにのみ依存するとし

て１次元モデルに縮約し、それを完全な形で差分化した場合の数値計算結果

を示す。DEMによる粒子シミュレーションにおいて、系の全エネルギーがほ
ぼ一定になる直前のデータを多項式でフィッティングしたものを初期条件と

する（図 8.1）。
DEMによる粒子シミュレーションの面積占有率の時間発展が図 8.2であ
り、回転自由度を繰り込んだ連続方程式を完全な形で数値的に解いて求めた

面積占有率の時間発展が図 8.3である。いずれも等間隔な時間ステップでプ
ロットしてあり、連続方程式を数値的に解いた結果がDEMによる粒子シミュ
レーションの結果とよく一致することが解る。

また、回転自由度を繰り込んだ連続方程式を完全な形で数値的に解いて求

めた粉体温度の時間発展は図 8.4、せん断方向の速度場の時間発展は図 8.5、
壁に垂直な方向の速度場の時間発展は図 8.6であり、いずれも図中の番号は
同じ時間ステップを表す。これらを DEMによる粒子シミュレーションの結
果である第４章の図 4.6、図 4.7と比較すると、いずれもよく一致することが
解る。但し、壁に垂直な方向の速度場については、第４章の図 4.8 と比べる
と絶対値が一桁異なっている。

8.5 連続方程式の簡単化

回転自由度を繰り込んだ連続方程式のうち、η(ν)は微小な量として 0にす
る。また、エネルギー散逸率のうち速度場の内積に依る項はほとんど無視で

きる。さらに、運動方程式（速度場の発展方程式）において移流項は無視す
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図 8.1: 初期条件として採用した多項式（実線）。ドットはDEMによる粒子シ
ミュレーションにおいて、系の全エネルギーがほぼ一定になる直前のデータ。

るとすれば、連続方程式は主要な項のみ残した形に簡約でき、

∂tν = −∂y(νuy) (8.20)

∂tux = ∂y[
µ(ν)

2
θ1/2∂yux] (8.21)

∂tuy = ∂y[µ(ν)θ1/2∂yuy − p(ν)θ] (8.22)

∂tθ = −uy∂yθ − ν−1µ(ν)θ1/2(∂yux)2

+2ν−1µ(ν)θ1/2(∂yuy)2 − 2ν−1∂yqy

−
√

2π(1 − e2)νg(ν)θ3/2 (8.23)

となる。これを数値的に解いた結果は図 8.7、図 8.8、図 8.9、図 8.10であり、
回転自由度を繰り込んだ連続方程式を完全な形で解いた場合とほとんど同じ

であることが解る。これにより、粉体せん断流の発展方程式は簡単化された

形 (8.20)～(8.23)で記述できることが解った。
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図 8.2: DEMによる分子シミュレーションの面積占有率の時間発展。
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図 8.3: 連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合の面積占有率の時間発
展。DEMによる分子シミュレーションの緩和過程をよく再現している。
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図 8.4: 連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合の粉体温度の時間発展。
DEMによる分子シミュレーションの緩和過程をよく再現している。
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図 8.5: 連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合のせん断方向の速度場
の時間発展。DEMによる分子シミュレーションの緩和過程をよく再現して
いる。
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図 8.6: 連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合の壁に垂直な方向の速度
場の時間発展。DEMによる分子シミュレーションの緩和過程をよく再現し
ている。
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図 8.7: 簡単化した連続方程式を数値的に解いた場合の面積占有率の時間発
展。連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合とほぼ同じである。
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図 8.8: 簡単化した連続方程式を数値的に解いた場合の粉体温度の時間発展。
連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合とほぼ同じである。
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図 8.9: 簡単化した連続方程式を数値的に解いた場合のせん断方向の速度場の
時間発展。連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合とほぼ同じである。
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図 8.10: 簡単化した連続方程式を数値的に解いた場合の壁に垂直な方向の速
度場の時間発展。連続方程式を完全な形で数値的に解いた場合とほぼ同じで

ある。
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第9章 まとめ

9.1 議論―粉体流におけるバグノールド則

傾きのある板の上に粉体をのせると、粉体は重力の影響を強く受け、互い

に接触しながらほぼ層状に流れ落ちる。これを斜面流といい、粉体流の特徴

的な現象の一つとして研究が盛んである [95–97]。１９５４年、バグノールド
（Bagnold）は斜面近傍の流れを無視して考えた場合に、粉体流の接線応力 τ

が速度勾配 γ̇ の２乗に比例するというバグノールド則（Bagnold scaling）

τ ∝ γ̇2 (9.1)

が成立することを提唱した [95]。これは通常の流体の接線応力が速度勾配に
比例するのに対し、粉体流の大きな特徴の一つと考えられている。その後、ポ

リクエン（Pouliquen）によってバグノールド則は実験によって確認され [96]、
シルベルト（Silbert）らによる DEMの粒子シミュレーションでも実証され
ている [97]。また、カルマン（Kurman）はバグノールド則の成立にはバー
ネットオーダー（Barnett order）まで必要であることを指摘し、サントス
（Santos）、ガルゾ（Garzo）、ダフティ（Dufty）は粉体ガスの場合、一様状態
とせん断下では輸送係数に違いが現れるものの、定常状態においてバグノー

ルド則が成立することを示すなど、バグノールド則をめぐっては様々な議論

がある。

昨年、御手洗（Mitarai）と中西（Nakanishi）により、斜面流におけるバ
グノールド則をニュートン流体の構成方程式から導くという興味深い報告が

なされた [14]。彼等によると、まずエネルギー方程式

−∇yq + τ γ̇ − χ = 0 (9.2)

において∇yq ' 0という仮定をおくことで、

τ γ̇ = χ (9.3)

という関係式を得る。これをニュートン流体の枠内で圧力、熱流、エネルギー
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散逸率を流体変数で展開した方程式系

p = f1(ν)σ−dT (9.4)

τ = f2(ν)m1/2σ1−dT 1/2γ̇ (9.5)

qy = −f3(ν)m−1/2σ1−dT 1/2∇yT (9.6)

χ = f4(ν)m−1/2σ−1−dT 3/2 (9.7)

の (9.7)式に代入し、(9.5)式を用いることで、粉体温度に対して

T =
f2(ν)
f3(ν)

mσ2γ̇2 (9.8)

という関係を得る。但し、f1(ν), f2(ν), f3(ν), f3(ν)はいずれも面積占有率 ν

の関数であり、T は粉体温度である。これを再び (9.5)に代入することで

τ =
f2(ν)3/2

f3(ν)1/2
mσ2−dγ̇2 (9.9)

を得る。彼等は斜面流の場合を想定しており、面積占有率 ν は一様とするた

め、上式はバグノールド則 τ ∝ γ̇2 である。

一方、本研究の第６章で得られた粉体せん断流の定常解においても、定常

状態で面積占有率 ν が一様であれば、エネルギー方程式 (6.16) より

γ̇ =

√
(1 − e2)g(ν)

µ(ν)
νθ1/2 (9.10)

という関係が得られ、これにより

τ = −µ(ν)θ1/2

2
γ̇

= − µ(ν)3/2

2(1 − e2)1/2νg(ν)1/2
γ̇2 (9.11)

となり、バグノールド則 τ ∝ γ̇2が導き出せるのである。ところが、既に第７

章でも述べた様に、粉体せん断流の場合には面積占有率が一様な解は不安定

であり、せん断方向の速度勾配 γ̇ は一定ではない。従って、粉体せん断流で

は (9.11)式が成立せず、バグノールド則が破れるのである。

9.2 結論

本研究におけるDEMによる粉体せん断流の分子シミュレーションの結果、
せん断面同士の距離が有限である場合に、系のエネルギーがほぼ一定となる

ような準安定状態を経て相分離した定常状態へと緩和する様子が解った。こ

のことは、本論文には記述しなかった Lees-Edwards境界による無限系の場
合でも同様な結果を得ている。
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また、運動論から導出された連続方程式を定常状態の場合に解き、DEMに
よる分子シミュレーションとの定量的な一致をみただけでなく、回転自由度

を法線方向の跳ね返り係数に繰り込むことが実際に良い近似になっているこ

とを示すことができた。これにより、粉体せん断流の相分離した定常状態を、

高密度・低温な領域も含めて連続体として説明することができた。

さらに、有限系および無限系の粉体せん断流においては通常の流体のせん

断に見られるような一様解が不安定であることを確認し、有限系の場合には

バルク幅がある程度小さければ一様解が安定化することも解った。これによ

り、有限系では法線方向の跳ね返り係数をパラメータにして一様解が相分離

した解に遷移していくという体系的な捉え方ができるようになった。

また、回転自由度を法線方向の跳ね返り係数に繰り込んだ連続方程式を数

値的に解くことにより、粉体せん断流の時間発展を定量的に捉えることに成

功し、クラスターが形成されて相分離した定常状態に緩和するのに必要な発

展方程式を絞り込むという段階に差し掛かっている。

9.3 展望と課題

連続方程式の定常解を DEMによる分子シミュレーションから得られた定
常状態とフィッティングさせるときに用いた静水圧の値 p が、DEMによる分
子シミュレーションでの実測値と大きく異なってしまったことは、境界条件

の議論も含めて今後の課題である。

また、DEMによる分子シミュレーションで定常状態に至らないような非
定常状態における解析も今後の研究対象である。また、緩和過程の解析では、

絞り込んだ発展方程式はまだ解析的に扱える範囲ではなく、今後その解析手

法も含めて議論していかなければならない。
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