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変形する粒子のジャミング転移と固有振動

齊藤 国靖*

Jamming Transition and Normal Modes of Deformable Particles

Kuniyasu Saitoh*

The jamming transition of soft particles has well been studied by physicists and the critical behavior of the
pressure, elastic moduli, and excess coordination number has been examined by numerous experiments and
simulations. In numerical studies of the jamming transition, molecular dynamics simulations play an important role in
extracting critical exponents and analyzing normal modes. In most numerical simulations, however, the particles are not
allowed to deform though real soft particles can be deformed by contacts with neighboring particles. Here, we
theoretically and numerically investigate the jamming transition of deformable particles. Employing the Morse-Witten
model, we derive the (extended) Hessian of soft deformable particles. We also use the Morse-Witten model for the
force law in molecular dynamics simulations and numerically demonstrate mechanically stable packings of deformable
particles. We find that the shear modulus and density of states of deformable particles are quantitatively different from
those of artificially undeformed particles.

Keywords: Granular materials, Jamming transition, Normal mode analysis, Molecular dynamics, Discrete element
method.

1.  緒 言

粉体など巨視的な粒子からなる粒子系は通常の流体と
は異なる流動特性（レオロジー）や輸送特性を示す。粒
子系のこれらの性質を決める重要なパラメーターの一つ
が粒子の充填率または被覆率ϕであり，ある臨界値ϕcを境
に流動特性[1]と輸送特性[2]は劇的に変化することが知ら
れている。物理学においては，ϕcを境に起こる粒子系の
変化のことをジャミング転移と呼び，液体状態からアモ
ルファス固体への相転移の一種と捉えることが多い。近
年，粒子系の流動特性や輸送特性を調べる研究において
は，ジャミング転移との関係性に焦点を当てる傾向があ
る。たとえば，粒子系の粘性率はϕcで発散するが，密度
差 ϕ − ϕcを使った臨界スケーリングにより，ジャミング
転移点近傍での粘性率の振る舞いはほぼ解明されている
[1]。また，ジャミング転移点近傍における粒子系の拡散
係数[2]や固有振動も詳しく調べられており，粘弾性と
ジャミング転移の関係も明らかになりつつある[3]。特に
重要なのは，粒子系特有の固有振動がジャミング転移と
密接に関わっており，粒子系の弾性率や動的剛性率は固
有振動の状態密度と直接関係していることである。これ
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により，粒子系の弾性および粘弾性を予測することは，
状態密度がどのように振る舞うかという問題に帰着する。
ところで，ジャミング転移に関する研究において，分

子動力学法が果たしてきた役割は大きい。分子動力学法
の基本は全粒子の運動方程式を数値的に解くことである
から，粒子をどのようにモデルするかが重要となる。た
とえば，弾性力を模擬した斥力，粒子の相対速度に比例
する粘性力，電気的な相互作用による引力，粒子表面に
付着した液体の表面張力，粒子間の摩擦力など，これま
でさまざまな粒子モデルが考案され，粒子系の流動特性
や輸送特性への影響が議論されてきた。しかし，これま
でのモデルは基本的に球形であり，計算効率の都合上，
粒子自身は変形しないことが大前提であった。もちろん，
実際の粒子は粒子同士の接触により多少なりとも変形し，
完全な球形ではあり得ない。そこで，本研究ではこれま
でのジャミング転移に関する研究を変形する粒子モデル
によって見直し，粒子系の物理学的な理解をさらに深め
ることが目的である。

2.  変形する粒子の理論

2.1  Morse-Witten モデル
変形する粒子モデルにはさまざまなものがあり，数値
計算による研究も進んでいる。たとえば，1つの粒子を
ポリゴン（多角形）に置き換え，多数の頂点を動かすこ
とで粒子の変形を再現するモデルがある[4,5]。このモデ
ルでは，粒子の大変形をシミュレートできるというメリッ
トがあり，頂点同士の相互作用を調節すれば，粒子の硬
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さもコントロールすることができる。しかし，粒子が受
ける力は多数の頂点に働く力の合力として与えられるた
め，多くの粒子からなる粒子系を考えたとき，各粒子の
位置や形状から接触する粒子間に働く力を直接求めるこ
とができないというデメリットがある。さらに，粒子の
滑らかな形状を保つために頂点の数を増やせば，その分
計算コストが高くなってしまうのも難点である。そこで，
本研究では分子動力学法を念頭に，各粒子の位置と形状
から力を計算できるMorse-Wittenモデルを導入する[6,7]。
Morse-Wittenモデルでは，粒子間に働く力が理論的な表
式で与えられているため，数値計算だけでなく理論解析
にも適している。一方，粒子の変形に対する線形モデル
であるため，粒子の大変形は再現できないというデメリッ
トがある。しかし，ここではある程度硬い粒子を想定し，
大変形を無視したMorse-Wittenモデルでも十分有用な結
果が得られる範囲に限って話を進める。なお，以下では
簡単のため，2次元の粒子系を考えることにする。
まず，Morse-Wittenモデルでは，i番目の粒子の輪郭

ρi θ を次式で表す。
ρi θ = Ri + ΔRi θ (1)

ここで，変形していないときの粒子は半径Riの円である
としており，ΔRi θ は変形によって生じる θ方向の円形
からのズレを表している。粒子の変形はほかの粒子との
接触によって力を受けたときに発生し，Eq. (1) のθは受
けた力の作用線から測った角度である。Fig. 1 (a) の実線
は Eq. (1) の輪郭をプロットしたものであり，i番目の粒
子が j番目の粒子から力 f i jを受けている場合である。こ
のとき，i番目の粒子の輪郭は力の作用点を中心に鋭い
凹み（カスプ）を形成することに注意しよう。また，Eq.
(1) にある粒子の輪郭の円形からのズレは

ΔRi θ j = Ri
2πγ f i jg θ j (2)

で与えられる。ただし， f i j = f i jは力の大きさ，γは線
張力，g θ j はθ jのある関数である。なお，Eq. (2) では j
番目の粒子から受ける力の作用線から測った角度である
ことを明示するため，θではなくθ jを用いた。また，i番
目の粒子が複数の粒子と接触して力を受ける場合，円形

からのズレはそれらの粒子に対する Eq. (2) を重ね合わ
せて

ΔRi θ = Ri
2πγ ∑

j ∈ c i
f i jg θ j (3)

とすればよい。ここで，和の記号にあるc i は i番目の粒
子と接触する粒子の番号を要素とする集合であり，左辺
のθは水平方向（x軸方向）から測った角度として再定義
した。
次に，Morse-Wittenモデルにおける力の表式を説明し
よう。Morse-Wittenモデルでは，接触する粒子の間に働
く力を接触面における圧力によって表し，ヤング・ラプ
ラスの式を使って力の表式を求める。これにより，力の
大きさは次式を満たすことになる。

δi j = − Ri
2πγ ∑

k ∈ c i
f ikg θi jk −

R j
2πγ ∑

k ∈ c j
f jkg θ jik (4)

ここで，左辺のδi jは変形する前の粒子間の重なりであり，
i 番目と j 番目の 2 つの粒子の中心間距離ri jを用いて，
δi j = Ri + R j − ri jと定義される。これは変形しない粒子モ
デルでもたびたび登場する量であり，2つの粒子の位置
さえわかればただちに計算できるものである。一方，Eq.
(4) の右辺は力の大きさ f ikおよび f jkの線形結合であり，
添え字の kはそれぞれ i番目と j番目の粒子の接触相手の
番号を表している。また，2つの角度θi jkとθ jikは 3つの粒
子の中心間を結ぶ 2つの直線の間の角度として定義され，
Fig. 1 (b) に示すような位置関係を満たす。このように，
Morse-Wittenモデルにおける力の大きさを求めるには，
Eq. (4) を f ikや f jkについて解けばよい。しかし，右辺の係
数が角度の関数g θi jk やg θ jik を含み複雑であるため，数
値解法を用いる必要がある。特に，Eq. (4) は力の大きさ
の連立一次方程式なので，Gauss-Jordan法などで数値解
を求めることになる。また，力の大きさ f i jは i番目と j
番目の粒子の接触だけでなく，i番目と k番目，j番目と
k番目など，ほかの粒子同士の接触にも依存することに
注意しよう。これは変形しない粒子間に働く力 f i jが粒子
間の重なりδi jと 1対 1に対応する状況とはまったく異
なっており，一見無関係な粒子ペアにも影響されるとい
う意味で，非局所的な相互作用であるといえる。

(a) (b)

Fig. 1 (a) The shape of a deformable particle. The solid line represents Eq. (1)
while the dashed line indicates the initial (undeformed) particle shape. (b)
The relationship between the two angles, θi jk and θ jik
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今後の計算のため，連立一次方程式 Eq. (4) を行列とベ
クトルの掛け算に書き換えておこう。まず，粒子間の重
なりδi jをi < jの条件を付けて縦一列に並べたベクトルを
δ とし，f i jも同様にi < jの条件を付けて縦一列に並べた
ベクトルを f とすれば，Eq. (4) は

δ = K−1 f (5)

と表される。ただし，接触する粒子ペアの総数をNcとし
て，2つのベクトル δ と f はいずれもNc次元の縦ベク
トルである。また，Eq. (5) の右辺にあるK−1はNc × Ncの
正方行列であり，その要素は Eq. (4) の右辺にある 2つの
力の大きさ f ikと f jkに掛かっている係数を表している。さ
らに， f ikと f jkの係数の表式から，K−1は対称行列である
こともわかる。

2.2  粒子変位による力の変化
次節で粒子変位による弾性エネルギーの変化を計算す

るため，ここでは個々の粒子が変位したことによる力の
大きさ f i jの変化を求めよう。まず，力学的な平衡状態に
ある粒子系に何らかの摂動を加え，各粒子がわずかに変
位したとする。粒子の変位によって，接触する i番目と
j番目の粒子の中心間距離は変化し，粒子間の重なりも
δi jからδi j′ ≡ δi j + Δi jに変化する。ここで，Δi jは粒子間の重
なりの変化分であり，

Δi j ≈ −ui j
∥ − 1

2ri j
ui j
⊥2 (6)

と近似することができる。ただし，ui j
∥とui j

⊥はそれぞれ粒
子間の相対変位の法線成分と接線成分の大きさである。
また，Δi j，ui j

∥， ui j
⊥2

2ri j
をそれぞれ i < jの条件を付けて縦一

列に並べたベクトルを Δ ， u∥ ， v2 とすれば，上式は

Δ = − u∥ − v2 (7)

と表される。
ところで，Morse-Wittenモデルは非局所的な相互作用
であるから，接触する粒子間に働く力の大きさはすべて
の粒子間の重なりの関数

f kl = f kl ⋯, δi j,⋯ (8)

であると考えなければならない。つまり，粒子が変位す
ることによって，k番目と l番目の粒子間に働く力の大き
さは

f kl′ = f kl ⋯, δi j′ ,⋯ (9)

のように変化する。これにδi j′ ≡ δi j + Δi jを代入し，Δi jを微
小量としてテイラー展開すると，粒子変位による力の大
きさの変化は

δ f kl ≡ f kl ⋯, δi j + Δi j,⋯ − f kl ⋯, δi j,⋯ ≈

∑
i j

∂ f kl
∂δi j

Δi j
(10)

で与えられる。ただし，Δi jの高次項は無視しており，微
分係数は粒子が変位する前の力学的な平衡状態における
ものである。また，和の記号は接触するNc個の粒子ペア
ijに対する和を表している。さらに，δ f klを k < lの条件

を付けて縦一列に並べたベクトルを δ f とすると，Eqs.
(5), (7) より，Eq. (10) は

δ f = −K u∥ − K v2 (11)

と書き直される。これが粒子変位による力の大きさの変
化である。

2.3  弾性エネルギーの変化
前節に続き，粒子変位による系の弾性エネルギーの変

化を求めよう。まず，力学的な平衡状態にある粒子系が
蓄えている弾性エネルギーは

E = 1
2∑i j

f i jδi j

= 1
2 f δ

(12)

で与えられる。これは，力 f i jで重なりδi jの分だけ粒子同
士を押し込んだことによる仕事と同じである。上式より，
粒子が変位したことによる Eの変化は

ΔE = 1
2 f Δ + 1

2 δ f δ + 1
2 δ f Δ (13)

となる。また，上式に Eqs. (5), (7), (11) を代入すれば，

ΔE ≈ 1
2 u∥ K u∥ − f v2 (14)

と近似することができる。ただし，相対変位の 3次以上
の項は無視した。ここで， f i j

ri j
を対角成分とするNc × Nc行

列Fを導入すれば，Eq. (14) の右辺の第 2項は

f v2 = 1
2 u⊥ F u⊥ (15)

と表される。したがって，Eq. (14) をさらに計算すると

ΔE = 1
2 u∥ K u∥ − 1

2 u⊥ F u⊥
= 1

2 u∥ , u⊥ K 0
0 −F

u∥
u⊥

(16)

となる。上式の右辺の2Nc次元ベクトルを

u ≡
u∥
u⊥ (17)

とし，2Nc × 2Ncの正方行列

H ≡
K 0
0 −F

(18)

を定義すると，Eq. (16) は

ΔE = 1
2 u H u (19)

となる。これが粒子変位による弾性エネルギーの変化で
ある。

2.4  ヘッセ行列と拡張ヘッセ行列
前節で求めた弾性エネルギーの変化から，ヘッセ行列

を導出しよう。Eq. (17) の2Nc次元ベクトルは接触する粒
子間の相対変位に関するものであるが，これを各粒子の
変位からなる2N次元ベクトル

q ≡ u1x, u1y,⋯, uN x, uN y
T (20)
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に変換する2Nc × 2N行列Rを求めることができる。これ
により，Eq. (17) を

u = R q (21)

と表すことができるので，Eq. (19) の弾性エネルギーの
変化は

ΔE = 1
2 q RTHR q ≡ 1

2 q H* q (22)

となる。ただし，

H* = RTHR (23)

は2N × 2N行列であり，変形する粒子のヘッセ行列であ
る。さらに，粒子系が単純せん断変形を受けたときの粒
子変位を考えると，Eq. (22) の表式は

ΔE = 1
2 q, γ Hex* q, γ (24)

に拡張される。ただし，γはせん断歪みを表し，Hex*は拡
張ヘッセ行列と呼ばれる 2N + 1 × 2N + 1 行列である。

3.  ジャミング転移と固有振動の解析

3.1  変形する粒子の数値シミュレーション
前節の理論に基づき，変形する粒子からなる系のジャ

ミング転移と固有振動を調べよう。そのために，Morse-
Wittenモデルを分子動力学法に適用した数値シミュレー
ションを行う。まず，Fig. 2 (a) は 2次元平面内の変形し
ない粒子のシミュレーション結果であり，分子動力学法
によって再現されたN = 32個の粒子の力学的な平衡状態
を表している。これらの粒子は互いに接触しても円形の
まま形を変えないため，接触する粒子同士は単純に重ね
て描かれている。また，粒子が結晶化（規則正しく配列）
しないよう，大小 2種類の粒子を 1:1の割合で配置して
いる。なお，粒子の被覆率はϕ = 0.90であり，境界条件に
は周期的境界条件が用いられている。一方，Fig. 2 (b) は
Morse-Wittenモデルを適用した分子動力学法の計算結果
であり，粒子同士の接触によって各粒子の輪郭が Eq. (1)
に従って変形している。この結果は Fig. 2 (a) の状態を初
期条件としており，全粒子が静止するまで系のエネルギー
を緩和させた力学的な平衡状態である。また，初期条件
をさまざまに変えてシミュレーションを行ったとしても，
最終的には Fig. 2 (b) のような平衡状態が得られる。たと
えば，Fig. 3は初期条件における粒子の被覆率ϕを増やし
たときのシミュレーション結果であり，いずれも系のエ
ネルギーを緩和させた力学的な平衡状態を表している。
初期条件のϕを増やすことは系に加える圧力を増やすこ
とと同じであり，ϕが大きいほど，(d) のように粒子は圧
縮されて大きく変形する。一方，ϕが小さいほど，各粒
子に働く力は弱く，(a) のように粒子はほとんど変形しな
い。このように，Morse-Wittenモデルはいかなる初期条
件に対しても力学的な平衡状態を再現できる優れた粒子
モデルである。

3.2  変形する粒子のジャミング転移
ジャミング転移とは，粒子の充填率または被覆率ϕが

ある臨界値を超えたとき，系が剛性を獲得する現象のこ
とである。これは巨視的な粒子系における液体状態から
アモルファス固体への相転移現象であるともいわれる。
これまで，変形しない粒子のジャミング転移については
多くの研究がなされており，ジャミング転移点と呼ばれ
る臨界値ϕcの近傍において，さまざまな物理量が臨界的
に振る舞うことが知られている。そこで，Morse-Witten
モデルを適用した分子動力学法により，粒子の変形がジャ
ミング転移や物理量の臨界的な振る舞いに対してどのよ
うな影響を与えるかを調べよう。
まず，Fig. 3に示した異なる状態のうち，一番弱く圧
縮された (a) の状態がもっともジャミング転移点に近い
状態である。一方，一番強く圧縮された (d) の状態はジャ
ミング転移点からもっとも離れている。ところで，粒子
が変形すると，粒子の被覆率が初期条件におけるϕに一
致するとは限らない。したがって，変形する粒子のジャ
ミング転移点を被覆率で表すのは不適切である。そこで，
変形した後の粒子間の重なりδi jの平均値 δ を代用する。

Fig. 2 Snapshots of (a) undeformed and (b) deformable particles

Fig. 3 Snapshots of deformable particles, where the initial
packing fraction is given by (a) 0.84, (b) 0.86, (c) 0.88, and
(d) 0.90
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系が圧縮されて粒子同士が接触している場合，粒子間の
重なりは常に正δi j > 0である。よって， δ = 0であれば，
系はジャミング転移していないか，ちょうどジャミング
転移し始める状態である。一方， δ > 0であれば，系は
ジャミング転移した状態であるといえる。実際，変形し
ない粒子の場合，重なりの平均値はジャミング転移点か
らの距離に比例し， δ ∝ ϕ − ϕcが成り立つ[8]。これより，
変形する粒子の場合も δ をジャミング転移点からの距離
の尺度として採用する。

Fig. 4 (a) は変形する粒子の力学的な平衡状態における
弾性エネルギーEと δ の関係を両対数プロットしたもの
である。ただし，Eは Eq. (12) によって計算されている。
ここで，粒子間の力の大きさが線形バネで与えられる変
形しない粒子の場合，弾性エネルギーは重なりの平均値
の 2乗に比例し，E ∝ δ 2が成り立つ。一方，図中の実線
はスケーリングE ∝ δ 2.1を表しており，変形する粒子の
弾性エネルギーは重なりの平均値に対してやや強い依存
性を示すことがわかる。次に，Fig. 4 (b) は圧力pと δ の
両対数プロットであり，実線のスケーリングp ∝ δ は変
形しない粒子の場合と同じである。つまり，粒子の変形
の効果は圧力には顕著に現れない。また，Fig. 4 (c) は余
剰配位数Δzと δ の両対数プロットであり，実線のスケー
リングΔz ∝ δ 0.57は変形しない粒子の臨界的な振る舞い
Δz ∝ δ

1
2[9]とは若干異なる。ここで，余剰配位数とは，

粒子の配位数（接触する粒子の数）zの平均値から臨界値

zc = 4（空間次元をdとして，臨界値はzc = 2dで与えられ
る）を差し引いたものであり，ジャミング転移した状態
における粒子配置の性質を表すパラメーターである。し
たがって，粒子の変形は粒子配置に対して一定の違いを
生み出すことがわかる。最後に，Fig. 4 (d) は変形する粒
子の剛性率Gと δ の両対数プロットであり，Gは拡張ヘッ
セ行列Hex*の固有値と固有ベクトルから計算されている。
ここで，実線は変形しない粒子の臨界スケーリング
G ∝ δ

1
2[9]を表しており， δ が十分大きければ，変形す

る粒子の剛性率は変形しない粒子の臨界的な振る舞いと
一致することがわかる。ところが， δ が小さいほど，つ
まり系がジャミング転移点に近いほど，変形する粒子の
剛性率は臨界スケーリングから大きく外れてしまう。今
のところ，ジャミング転移点近傍での剛性率の違いが粒
子の変形によるものなのか，あるいは有限サイズ効果な
のかは結論できないが，Morse-Wittenモデルを用いて変
形する粒子の剛性率を計算できたことには十分意義が
ある。

3.3  変形する粒子の固有振動
粒子系の微小振動は固有振動の重ね合わせとして表す

ことができる（固有振動については，固体物理学の教科
書[10]などを参照してほしい）。これまで，変形しない粒
子からなる系の固有振動については詳しく調べられ，特
に固有振動の状態密度とジャミング転移の関係について
は多くの研究がある[11]。そこで，粒子の変形が系の固

Fig. 4 Double logarithmic plots of (a) the elastic energy E, (b) pressure p, (c) excess coordination number Δz, and (d)
shear modulus G as functions of the mean overlap δ
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有振動に与える影響を明らかにするため，Eq. (23) のヘッ
セ行列を解析しよう。簡単のため，N個の粒子の質量は
どれも同じであるとすると，ヘッセ行列の固有値は固有
振動数の 2乗に一定の粒子質量をかけたものと等しくな
る。固有振動数の個数は粒子系の自由度2Nに一致する
が，2次元平面内の粒子系が周期的境界条件下に置かれ
ると，自明な並進モードが 2つだけ含まれることになる。
これらの並進モードは系の弾性エネルギーを変化させな
いため，対応する固有振動数はゼロである。Fig. 5 (a) と
(b) は Eq. (23) のヘッセ行列から得られる 2つの並進モー
ドであり，ともに固有振動数（固有値）がゼロの固有モー
ド（固有ベクトル）を矢印で表している。見ての通り，
いずれの並進モードにおいても全粒子が一方向に動き，
系全体が平行移動するだけである。一方，Fig. 5 (c) と (d)
は有限の固有振動数をもつ固有モードであり，各粒子の
振動の向きはさまざまである。このように，Morse-Witten
モデルから定式化されたヘッセ行列を用いても，変形し
ない粒子からなる系と同様，2つの並進モードと複雑な
固有モードが得られる。
次に，Eq. (23) のヘッセ行列の固有値を解析し，変形
する粒子からなる系の固有振動の状態密度を求めよう。
Fig. 6 (a) は変形する粒子の固有振動数ωと状態密度D ω
の両対数プロットである。ただし，異なるシンボルは変
形する粒子の余剰配位数Δzの違いを表しており，Δzは図
中の矢印の向きに増加している。まず，Δzの値にかかわ
らず，状態密度はωの小さい方から徐々に増加し，ある
固有振動数を境に頭打ちとなり，図中の点線に沿って一
定（プラトー）になる。このようなプラトー領域はかな

Fig. 5 Normal modes (arrows) of the four lowest
eigenfrequencies. The eigenfrequency is zero in (a) and (b)
whereas it is finite in (c) and (d). Here, each particle is
represented by the initial (undeformed) particle shape

り大きなωまでおよび，固有振動数の最大値をカットオ
フとして状態密度はゼロになる。変形しない粒子からな
る系の状態密度も定性的にはこれと同じであり，プラトー
領域が始まる固有振動数の値はΔzに比例することが知ら
れている。これを変形する粒子の場合に確かめるため，
Fig. 6 (b) のようにωをΔzαでスケールしてから状態密度を
プロットする。もし変形しない粒子の場合のように，プ
ラトー領域が始まるωの値がΔzに比例するならば，小さ
な固有振動数側の状態密度はα = 1とすればすべて重なる
はずである。しかし，変形する粒子の場合，状態密度を
重ねるためにはα = 0.75程度がちょうどよく，変形しない
粒子の場合とは定量的に異なることがわかる。実は，粒
子系の剛性率Gは状態密度のプラトー領域が始まるωの値
によって決まり，変形しない粒子の場合はG ∝ Δzである
ことが知られている。一方，粒子が変形する場合にはこ
れとは異なる結果となっており，Fig. 4 (d) で見られた剛
性率と臨界スケーリングの違いも含め，粒子の変形が剛
性率に与える影響をさらに詳しく調べることが今後の課
題である。

4.  結 言

変形しない粒子のジャミング転移に関しては，これま
でに多くの研究がなされ，圧力や剛性率，余剰配位数な
ど，さまざまな物理量の臨界的な振る舞いが明らかにさ
れてきた。また，粒子系の固有振動は剛性率など弾性応
答に関わる物理量と直接関係しているため，ジャミング
転移点近傍における状態密度の振る舞いを知ることは重
要であり，現在でも盛んに研究されている。本研究では，
粒子の変形がこれら粒子系のジャミング転移と固有振動
にどのような影響を与えるかを明らかにするため，Morse-
Wittenモデルに基づく理論計算と数値シミュレーション
を行った。まず，連立一次方程式を解くことで得られる
力の表式をベクトルと行列を用いて整理し，各粒子が変

Fig. 6 (a) Double logarithmic plots of the density of states D ω ,
where the excess coordination number increases as
indicated by the horizontal arrow. (b) The density of states
plotted as a function of scaled eigenfrequency, where the
exponent is α = 0.75
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位することによる力の大きさや弾性エネルギーの変化を
求めた。一般に，弾性エネルギーの変化は粒子変位のベ
クトルとヘッセ行列の積として表すことができるが，こ
れをMorse-Wittenモデルの場合に応用し，変形する粒子
からなる系のヘッセ行列の表式を導出した。さらに，単
純せん断変形の場合を考え，拡張ヘッセ行列も求めた。
次に，分子動力学法にMorse-Wittenモデルを適用した数
値シミュレーションを行い，変形する粒子からなる系の
力学的な平衡状態を再現した。これにより，変形する粒
子のジャミング転移や物理量の臨界スケーリングを調べ

ることができた。また，理論計算で導出したヘッセ行列
の固有値解析を行い，変形する粒子からなる系の固有振
動の状態密度を求め，変形しない粒子からなる系との定
量的な違いを見出した。さらに，拡張ヘッセ行列の固有
値と固有ベクトルを用いて変形する粒子の剛性率を求め，
ジャミング転移点近傍における臨界スケーリングを検証
した。今後は変形しない粒子との違いが顕著となった状
態密度と剛性率に着目し，粒子の変形の効果や有限サイ
ズ効果について説明することが課題となる。
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ジャミング転移
jamming transition

粉体の様に多数の粒子から成る粒子系が「流れる状態」
から「固まった状態」に変化すること。物理学では，ジャ
ミング転移は粒子系が液体状態からアモルファス状の固
体に変化する相転移の一種であると考えられており，そ
の変化は粒子の配位数や系の剛性によって特徴づけられ
る。具体的には，粒子系がジャミング転移するかどうか
は空間に占める粒子の割合（充填率）によって決まり，
充填率がある臨界値を超えると，配位数の平均値は不連
続に増加し，剛性率はゼロから連続的に増える。その他，
圧力，体積弾性率，動径分布関数，固有振動の状態密度，
粘性率など，粒子系の様々な物理量がジャミング転移を
挟んで変化することが知られている。

スケーリング
scaling

ジャミング転移で発散する物理量やゼロから連続的に
増える物理量の多くは，粒子の充填率と臨界値の差を底
（てい）とするべき乗則に従う。この性質はいわゆる臨
界現象に類似しており，べき乗則の指数はジャミング転
移の場合でも臨界指数と呼ばれている。臨界指数を求め
る方法は臨界現象の理論によって確立しているが，実験
値や数値シミュレーションのデータから臨界指数を定め
るのに有効な手段がスケーリングである。スケーリング
を実行するには，物理量が充填率と外部パラメータのあ
る関数（スケーリング関数）であると仮定する。そこで，
様々な条件下で測定した物理量が共通の曲線に乗る様
に，測定値と外部パラメータをべき乗則の底を使ってう
まくスケールし，臨界指数を定めることができる。

（京都産業大学　齊藤 国靖）


