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ブラック・ショールズモデル I

時点 0から時点 T の間の任意の時点で取引が可能な無摩擦，無裁定の完全
競争的市場．

仮定 (1)

S(t) := 時点 t ∈ [0, T ]での原資産価格,

S(t) = S × exp(µ̂t+ σW (t)), S > 0. (1)

ただし，S, µ̂, σ は定数，{W (t) : t ∈ [0, T ]}は標準ブラウン運動.

伊藤の公式⇒

dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW (t); (2)
S(0) = S, µ := µ̂+ σ2/2.

(2)を離散近似すると

S(t+∆t)− S(t) = µS(t)∆t+ σS(t)[W (t+∆t)−W (t)].
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ブラック・ショールズモデル II

仮定 (2)

時点 t ∈ [0, T ]での価格が
S0(t) = ert (3)

となる資産がある．ただし，rは正の定数とする．

(3)の意味
この資産を連続時間モデルにおける無危険資産と呼ぶ．
利子率を r

n として 1単位時間に複利計算で n → ∞回利息が付く資産に 1
円投資
⇒ 単位時間後の元利合計は limn→∞

(
1 + r

n

)n
．

⇒ x := n
r とすると，limn→∞

(
1 + r

n

)n
= limx→∞

(
1 + 1

x

)xr.
⇒ eの定義から, limn→∞

(
1 + r

n

)n
= er．

⇒ 連続複利利子率 :=単位時間後の元金 1円あたりの元利合計が er 円とな
るときの r． 2
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問題と自己資金調達取引戦略 I

問題

『 時点 T にそのときに限りX(T, S(T ))のキャッシュ・フローをもたらす
デリバティブの現在価格の導出．』

定義 (1)

(θ0, θ) := {(θ0(t), θ(t)) : t ∈ [0, T ]}が

θ0(t)S0(t) + θ(t)S(t)

= θ0(0)S0(0) + θ(0)S(0) +

∫ t

0
θ0(s)dS0(s) +

∫ t

0
θ(s)dS(s),

t ∈ [0, T ] (4)

を満たすとき，(θ0, θ)を {(S0(t), S(t)) : t ∈ [0, T ]}に関する自己資金調達
取引戦略あるいは自己充足取引戦略と呼ぶ．
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自己資金調達取引戦略 II

(4)右辺の
∫ t
0 θ0(s)dS0(s) +

∫ t
0 θ(s)dS(s)は， 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk = t

を時間区間 [0, t]の適当な小分割としたときの

k−1∑
j=0

θ0(tj+1)(S0(tj+1)− S0(tj)) +

k−1∑
j=0

θ(tj+1)(S(tj+1)− S(tj))

の適当な意味での極限．
∴ 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = T を時間区間 [0, T ]の適当な小分割として (4)
を離散近似すると，

θ0(ti)S0(ti) + θ(ti)S(ti) = θ0(ti+1)S0(ti) + θ(ti+1)S(ti),

i = 0, 1, · · · , n− 1.
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基本方程式 I

SX(t) :=デリバティブの時点 t ∈ [0, T ]での価格 SX(t)．

定理 (1)(デリバティブ基本方程式)

∂SX(t)

∂t
+

1

2

∂2SX(t)

∂S(t)2
σ2S(t)2 +

∂SX(t)

∂S(t)
rS(t) = rSX(t). (5)
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基本方程式 II

証明

各時点 tで，デリバティブ１単位，原資産 −∂SX(t)
∂S(t) 単位保有するという

{(SX(t), S(t)) : t ∈ [0, T ]}に関する自己資金調達取引戦略をとる．

Π(t) := この取引戦略に基づくポートフォリオの時点 tでの価値.

dΠ(t) = dSX(t)− ∂SX(t)

∂S(t)
dS(t).

伊藤の公式より,

dSX(t) =

(
∂SX(t)

∂t
+

1

2

∂2SX(t)

∂S(t)2
σ2S(t)2

)
dt+

∂SX(t)

∂S(t)
dS(t).

∴ dΠ(t) =

(
∂SX(t)

∂t
+

1

2

∂2SX(t)

∂S(t)2
σ2S(t)2

)
dt.
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基本方程式 III

∴ 微小時間を考えた場合，

ポートフォリオの価値増加量＝各時点 tで確定した値．

∴ 無裁定 ⇒

ポートフォリオの価値増加量

= 無危険利子率 rで運用した場合の増加量.

⇐⇒ dΠ(t) = Π(t)rdt, t ∈ [0, T ].

⇒ (5)． 2
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リスク中立確率 I
S∗ :=

{
S∗(t) := S(t)

S0(t)
: t ∈ [0, T ]

}
を原資産の割引価格過程と呼ぶ．

定義 (2)

確率 Qに関して，割引価格過程 S∗ がマルチンゲールとなるとき，確率
Qをリスク中立確率と呼ぶ．

定義 =⇒ S(t) = EQ
[
e−r(s−t)S(s)

∣∣∣Ft

]
s > t, s, t ∈ [0, T ].

定理 (2)

η :=
r − µ

σ
, ξ := eηW (T )− η2

2
T .

⇒ すべての事象 B に対して，

Q(B) := E[ξ1{B}], 1{B} :=

{
1, ω ∈ B
0, ω ̸∈ B (6)

で定義される Qはリスク中立確率となる.
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リスク中立確率 II
証明 Qが確率となることは明らか．

S∗(t) = e−rtS(t) = Se(µ−
σ2

2
−r)t+σW (t),

Ŵ (t) := W (t)− ηt, t ∈ [0, T ] (7)

=⇒ S∗(t) = Se−
σ2

2
t+σŴ (t).

ギルサノフの定理から確率 Qの下で，{Ŵ (t) : t ∈ [0, T ]}は標準ブラウン
運動．

∴ EQ[S∗(s)|Ft] = EQ

[
Se−

σ2

2
s+σŴ (s)

∣∣∣∣Ft

]
= EQ

[
Se−

σ2

2
t−σ2

2
(s−t)+σŴ (t)+σ(Ŵ (s)−Ŵ (t))

∣∣∣∣Ft

]
= S∗(t)EQ

[
e−

σ2

2
(s−t)+σ(Ŵ (s)−Ŵ (t))

]
= S∗(t)e−

σ2

2
(s−t)

∫ ∞

−∞
eσxdN(x; 0, (s− t))

= S∗(t)e−
σ2

2
(s−t)e

σ2

2
(s−t)

∫ ∞

−∞
dN(x;σ(s− t), (s− t)) = S∗(t).

ただし，N(x;m, s)は平均m，分散 sの正規分布分布関数． 2
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デリバティブ価格 I

定理 (1)⇒  θ0(t) := 1
rS0(t)

(
∂SX(t)

∂t + 1
2
∂2SX(t)
∂S(t)2

σ2S(t)2
)
,

θ(t) := ∂SX(t)
∂S(t)

(9)

=⇒ SX(t) = θ0(t)S0(t) + θ(t)S(t), t ∈ [0, T ].

∴ {θ0(t) + θ(t)S∗(t) : t ∈ [0, T ]}がリスク中立確率 Qの下でマルチンゲー
ルとなれば,

SX(0) = θ0(0)S0(0) + θ(0)S(0)

= θ0(0) + θ(0)S∗(0)

= EQ[θ0(T ) + θ(T )S∗(T )]

= EQ
[
S0(T )

−1(θ0(T )S0(T ) + θ(T )S(T ))
]

= EQ
[
e−rTX(T, S(T ))

]
. (10)
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デリバティブ価格 II

補題 (1)

(θ0, θ)が (S0, S)に関する自己資金調達取引戦略
⇐⇒ (θ0, θ)は (1, S∗)に関する自己資金調達取引戦略.

証明

W(t) := θ0(0)S0(0) + θ(0)S(0)

+

∫ t

0

θ0(s)dS0(s) +

∫ t

0

θ(s)dS(s), t ∈ [0, T ].

Λ(t) := S0(t)
−1, W∗(t) := W(t)× Λ(t).

W(t) = θ0(t)S0(t) + θ(t)S(t)，
すなわち (θ0, θ)は (S0, S)に関する自己資金調達取引戦略とする．
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デリバティブ価格 III

dW∗(t)

= Λ(t)dW(t) +W(t)dΛ(t)

= Λ(t)(θ0(t)dS0(t) + θ(t)dS(t)) + (θ0(t)S0(t) + θ(t)S(t))dΛ(t)

= θ0(t)(Λ(t)dS0(t) + S0(t)dΛ(t)) + θ(t)(Λ(t)dS(t) + S(t)dΛ(t))

= θ0(t)× 0 + θ(t)dS∗(t),

W∗(0) = W(0)Λ(0) = θ0(0) + θ(0)S∗(0).

⇐⇒ W∗(t) = W∗(0) +

∫ t

0

dW∗(s)

⇐⇒ θ0(t) + θ(t)S∗(t)

= θ0(0) + θ(0)S∗(0) +

∫ t

0

θ(s)dS∗(s), t ∈ [0, T ].

∴ (θ0, θ)は (1, S∗)に関する自己資金調達取引戦略.
逆の場合も同様． 213 / 19



デリバティブ価格 IV

定理 (3)

{θ0(t) + θ(t)S∗(t) : t ∈ [0, T ], (θ0, θ) ∈ Θ(S0, S)}はリスク中立確率 Q
の下でマルチンゲールとなる.

証明 補題 (1)より，(θ0, θ) ∈ Θ(S0, S)⇒(θ0, θ) ∈ Θ(1, S∗)．
∴ 定義 (1)より，s ≥ t, s, t ∈ [0, T ]に対して,

θ0(s) + θ(s)S∗(s) = θ0(t) + θ(t)S∗(t)

+

∫ s

0
θ(u)dS∗(u)−

∫ t

0
θ(u)dS∗(u). (11)
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デリバティブ価格 V

∴ EQ[θ0(s) + θ(s)S∗(s)|Ft]

= EQ
[
θ0(t) + θ(t)S∗(t)

+

∫ s

0

θ(u)dS∗(u)−
∫ t

0

θ(u)dS∗(u)

∣∣∣∣Ft

]
= θ0(t) + θ(t)S∗(t)

+EQ

[∫ s

0

θ(u)dS∗(u)

∣∣∣∣Ft

]
−
∫ t

0

θ(u)dS∗(u).

(7)と伊藤の公式から

dS∗(t) = σS∗(t)dŴ (t) = e−rtσS(t)dŴ (t).

∴
{∫ t

0 θ(s)dS
∗(s) : t ∈ [0, T ]

}
は Qの下でマルチンゲール. 2
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ブラック・ショールズ式

以上の議論から，ブラック・ショールズモデルでは，

定理 (4)

SX(0) = EQ
[
e−rTX(T, S(T ))

]
.

定理 (5)(ブラック・ショールズ式)

C(0) = SΦ(d)− e−rTKΦ
(
d− σ

√
T
)
, (12)

P (0) = e−rTKΦ
(
−d+ σ

√
T
)
− SΦ(−d). (13)

d :=
ln(S/K) + (r + σ2/2)T

σ
√
T

,

Φ(·)は標準正規分布の分布関数．
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ブラック・ショールズ式の導出 I

ヨーロピアン・コール・オプションの時点 T でのキャッシュ・フローは，
X(T, S(T )) = {S(T )−K}+．∴ 定理 (4)と (10)より，

C(0) = EQ
[
e−rTX(T, S(T ))

]
= EQ

[
e−rT {S(T )−K}+

]
.

S(T ) = Se

(
µ−σ2

2

)
T+σW (T )

= SerT−σ2

2
T+σŴ (T ).

∴ x̃ := Qの下で，平均 rT − σ2

2 T，分散 σ2T の正規分布に従う確率変数

⇒ S(T ) = Sex̃.

∴ C(0) =

∫ ∞

−∞
e−rT {Sex −K}+dN

(
x; rT − σ2

2
T, σ2T

)
.

{Sex −K}+ =

{
Sex −K ; x ≥ ln(K/S),
0 ; x < ln(K/S).
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ブラック・ショールズ式の導出 II

∴ C(0) = e−rT

∫ ∞

ln(K/S)
(Sex −K)dN

(
x; rT − σ2

2
T, σ2T

)
= Se−rT

∫ ∞

ln(K/S)
exdN

(
x; rT − σ2

2
T, σ2T

)
−e−rTK

∫ ∞

ln(K/S)
dN

(
x; rT − σ2

2
T, σ2T

)
= Se−rT erT−σ2

2
T+σ2

2
T

∫ ∞

ln(K/S)
dN

(
x; rT − σ2

2
T + σ2T, σ2T

)
−e−rTK

∫ ∞

ln(K/S)
dN

(
x; rT − σ2

2
T, σ2T

)
= S

∫ ∞

−d
dΦ(x)− e−rTK

∫ ∞

−d+σ
√
T
dΦ(x)

= S

∫ d

−∞
dΦ(x)− e−rTK

∫ d−σ
√
T

−∞
dΦ(x)

= SΦ(d)− e−rTΦ(d− σ
√
T ).

P (0)についても同様. 2
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問題

問題 1 伊藤公式を用いて式 (1) ⇐⇒ 式 (2)を示せ 1．

問題 2 デリバティブ基本方程式 (5)の証明にある dΠ(t) = Π(t)rdt
より，式 (5)が成立することを確認せよ．

問題 3 式 (6)で定義される Qが確率（測度）となることを示せ．

問題 4 補題 (1)について⇐=を証明せよ．

問題 5 ブラック・ショールズ式においてオプション・デルタ ∂C(0)
∂S ，

∂P (0)
∂S を求めよ．

1式 (1) ⇐= 式 (2)を示すには，log(S(t))を用いる．
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