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１期間２項モデル

資産の取引は現時点＝時点 0と将来時点＝時点 Tでのみ可能．

問題

『ある株式を原資産とする満期時点 T，行使価格 Kのヨーロピア
ン・コール・オプションの現在価格 C(0)の導出．』

S(t) :=時点 t, t = 0, T，での当該オプションの原株価格．
S0(t) :=時点 t, t = 0, T，での無危険資産の価格．

時点: t = 0 t = T

Su

原資産: S
ր
ց

Sd
無危険資産: 1 → R

Figure: 原株価格と無危資産価格の推移
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注

無裁定⇒ u > R > d > 0.

t = 0 t = T

{Su − K}+

C(0) ր
ց

{Sd − K}+

Figure: オプションの価値の推移
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現時点で無危険資産 θ0単位，株式 θ単位購入して，等価ポート

フォリオを構築する．

{

θ0R + θSu = Cu := {Su − K}+

θ0R + θSd = Cd := {Sd − K}+
(1)

⇐⇒ θ0 =
uCd − dCu

R(u − d)
, θ =

Cu − Cd

S(u − d)
. (2)

∴無裁定⇒

C(0) = θ0S0(0) + θS(0)

=
uCd − dCu

R(u − d)
× 1 +

Cu − Cd

S(u − d)
× S

=
1
R

[qu{Su − K}+ + qd{Sd − K}+], (3)

qu :=
R − d

u − d
, qd := 1 − qu.

�
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リスク中立化法

ω1 :=時点 Tで原株価格が S(T) = Suとなる事象,

ω2 :=時点 Tで原株価格が S(T) = Sdとなる事象,

Ω := {ω1, ω2}

として，

Q(Ω) := qu + qd, Q(ω1) := qu, Q(ω2) := qd, Q(∅) := 0 (4)

によって Q : Ω → Rを定義⇒ Qは確率.

∵ Q(Ω) = Q(ω1) + Q(ω2) = 1, Q(ω) ≥ 0, ω ∈ Ω.
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E
Q :=確率 Qの下での期待値 ⇒

C(0) = EQ[R−1{S(T) − K}+], (5)

{

S0(0) = EQ[R−1S0(T)],
S(0) = EQ[R−1S(T)].

(6)

(5)と (6) ⇐⇒ 原資産，無危険資産およびオプションの確率 Qの
下での期待収益率が無危険利子率 rに等しい.
リスク中立確率 := 任意の資産の期待収益率が無危険利子率に

等しくなる確率．
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問題

『時点 Tでのキャッシュ・フローが

X(T, S(T)) =
{

xu; {S(T) = Su}が実現した場合,
xd; {S(T) = Sd}が実現した場合

(7)

となる任意のデリバティブの現在価格 SX(0)の導出.』

(定理 1.1)

条件 1: 時点 Tで X(T, S(T))と等価となる等価ポートフォリオ
が存在．

条件 2: 等価ポートフォリオ構成資産の価格情報からリスク中

立確率 Qが求められる.

=⇒ SX(0) = EQ[R−1X(T, S(T))]. (8)
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定理 1.1の証明

{

1 = R−1R × q1 + R−1R × q2,

S = R−1Su × q1 + R−1Sd × q2

⇐⇒

{

1 = 1 × q1 + 1 × q2,

1 = R−1u × q1 + R−1d × q2
(9)

⇐⇒ q1 = qu, q2 = qd.

∴ (6)を満たすリスク中立確率が求められる.
(1)で Cu = xu, Cd = xdと置き換えれば，

無危険資産 θ0単位，原資産 θ単位とするポートフォリオは等価

ポートフォリオ．

∴ C(0) = θ0S0(0) + θS(0)

= θ0E
Q[R−1S0(T)] + θEQ[R−1S(T)]

= E
Q[R−1(θ0S0(T) + θS(T))]

= E
Q[R−1X(T, S(T))]. � (10)
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定理 1.1の経済学的意味

ω jに対する状態請求権 := ω j, j = 1, 2，が生起したとき，その
ときに限って 1円が支払われる資産．

ϕ j :=事象 ω j, j = 1, 2，に対する状態請求権の現時点価格．

t = 0 t = T

1; ω1が生起した場合

ϕ1
ր
ց

0; ω2が生起した場合

0; ω1が生起した場合

ϕ2
ր
ց

1; ω2が生起した場合

Figure: 状態請求権の価値の推移
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∴無裁定 =⇒

{

R × ϕ1 + R × ϕ2 = 1,
Su × ϕ1 + Sd × ϕ2 = S.

(11)

⇐⇒ ϕ1 =
1
R

R − d

u − d
=

qu

R
, ϕ2 =

1
R

u − R

u − d
=

qd

R
.

∴無裁定⇒

SX(0) = ϕ1 × xu + ϕ2 × xd

= R−1qu × xu + R−1qd × xd. (12)

以上から，

将来生起する状態に対する状態請求権の現在価値（価格）がわ

かる

⇒

デリバティブの現在価格＝「生起状態におけるデリバ

ティブのキャッシュ・フロー ×状態請求権の現在価格」

の生起状態に関する和．

�
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ϕ(ω) := ω ∈ Ωに対する状態請求権の価格.

無裁定⇒

ϕ(ω1) = ϕ1 > 0, ϕ(ω2) = ϕ2 > 0,

ϕ(∅) = 0, ϕ(Ω) = ϕ(ω1) + ϕ(ω2),

ϕ(Ω) = ϕ(ω1) + ϕ(ω2) = R−1.

リスク中立確率 Q(ω) ≡ ϕ(ω)/ϕ(Ω), ω ∈ Ω.

∴

状態請求権の価格⇒リスク中立確率を導出可，

リスク中立確率⇒状態請求権価格を導出可.

�
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問題 I

問題１ 1期間 2項モデルを考える．ある株式の現在価値が
100円であり，この株式は上昇か下落のいずれかの
状態をとるものとする．1期間の上昇率が 40%，下
落率が 30%であり，無リスク資産の利子率が 5%で
ある．また，上昇する確率は 0.6，下落する確率は
0.4とする．このとき，次の各問に答えなさい．

問 1-1 リスク中立確率を計算しなさい．

問 1-2 株式を原資産とする権利行使価格 100円のコールオ
プション価格を計算しなさい．

問 1-3 問２と同一の計算をリスク中立確率ではなく，実確
率で計算しなさい．割り切れない場合は，小数点第

3位を四捨五入しなさい．また，求めた価格は，問
２で求めた価格と比べて大きくなるか，あるいは小

さくなるか答えなさい．
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問題 II

問題 2 1期間 2項モデルを考える．いま，u = 1.4, d = 0.9,
r = 1.2, S = 100, K = 100,原資産が上昇/下落する確
率をそれぞれ 0.5とする．このとき，以下の問に答
えなさい．

問 2-1 満期において原資産価格が行使価格を上回ったらそ
の差額の金額，そうでなければゼロ円の利益となる

通常のコール・オプションのプレミアムを計算しな

さい．

問 2-2 満期において原資産価格が行使価格を上回ったら L
円，そうでなければゼロ円の利益となるデジタル・

オプションのプレミアムを計算しなさい．ただし

L = 30円とする．
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問題 III

問題 3 行使価格 100円のプットオプションを 1単位購入
（プレミアム p1 円），行使価格 90円のプットオプ
ションを 1単位売却（プレミアム p2 円）した場合の

ペイオフ関数のグラフを，プレミアムの影響を考慮

して（プレミアムの大小を考えて）描きなさい．
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