
第1章 統計学のレビュー

1.1 標本分布

定義 1.1（χ2 分布）� �
Zi

i.i.d.∼ N(0, 1), i = 1, · · · , nのとき，X =
∑n

i=1 Z
2
i の従う確率分布を自由

度 nの χ2 分布といい，このことを，X ∼ χ2(n)で表すことにする．� �
定理 1.1（χ2 分布の確率密度関数）� �
自由度 nの χ2 分布の確率密度関数は次式で与えられる．

f(x) =
2−

n
2

Γ(n2 )
x

n
2 −1e−

x
2 , x > 0 (1.1)

ただし，ここで，Γは，

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt, x > 0

で定義されるガンマ関数である 1)．� �1) ガンマ関数については，

Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N,

Γ

(
1

2

)
=

√
π

が成立する．

証明 岩城（2012）問題 10.2参照． □

定理 1.2（χ2 分布の再生性）� �
X1 とX2 が互いに独立で，Xi ∼ χ2(ni), i = 1, 2とすると，

X1 +X2 ∼ χ2(n1 + n2).� �
証明 Xi ∼ χ2(ni)の確率密度関数を fni , i = 1, 2としたとき，X1 とX2 が独立

であることから，X1 +X2 の確率密度関数は，

f(x) =

∫ x

0

fn1(x− y)fn2(y)dy, x > 0

で与えられる（岩城（2012）定理 10.3参照．）．したがって，上式が，n = n1 + n2

として，(1.1)となることを示せばよい．(1.1)より，

f(x) =

∫ x

0

2−
n1
2

Γ(n1

2 )
(x− y)

n1
2 −1e−

(x−y)
2 × 2−

n2
2

Γ(n2

2 )
y

n2
2 −1e−

y
2 dy
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=
2−

n1+n2
2

Γ(n1

2 )Γ(n2

2 )
e−

x
2

∫ x

0

(x− y)
n1
2 −1y

n2
2 −1dy.

ここで，t = y
x として変数置換すると，最右辺の積分は，∫ 1

0

(1− t)
n1
2 −1t

n2
2 −1x

n1+n2
2 −1dt = x

n1+n2
2 −1

∫ 1

0

(1− t)
n1
2 −1t

n2
2 −1dt.

右辺の積分は，ベータ関数の定義 2) により，独立変数の値が
(
n1

2 , n2

2

)
のベータ関

数 B
(
n1

2 , n2

2

)
であり，ベータ関数の性質 3) から，B

(
n1

2 , n2

2

)
=

Γ(n1
2 )Γ(n2

2 )
Γ(n1

2 +
n2
2 )
が成

立する．以上により，

f(x) =
2−

n1+n2
2

Γ(n1+n2

2 )
x

n1+n2
2 −1e−

x
2 , x > 0

となり，題意が成立する． □

2)

B(x, y)

=

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt,

x, y > 0

で定義される 2 変数関数を
ベータ関数という．

3) ベータ関数とガンマ関数
の間には次式が成立する．

B(x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)
.

定理 1.3（標本平均・分散の分布）� �
Xi

i.i.d.∼ N(µ, σ2), i = 1, · · · , nのとき，

X̄ =

∑n
i=1 Xi

n
,

n∑
i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

(1.2)

は互いに独立で，各々，X̄ ∼ N
(
µ, σ2

n

)
，
∑n

i=1

(
Xi−X̄

σ

)2
∼ χ2(n − 1)と

なる．� �
証明 n個の n次ベクトル ti, i = 1, · · · , nを

t1 =

(
1√
n
,

1√
n
, · · · , 1√

n

)
,

t2 =

(
1√
2
,− 1√

2
, 0, · · · , 0

)
,

t3 =

(
1√
6
,
1√
6
,− 2√

6
, 0, · · · 0

)
,

...

tn =

(
1√

n(n− 1)
, · · · , 1√

n(n− 1)
,− n− 1√

n(n− 1)

)
として，n× n行列 T を

T =



t1

t2

t3
...

tn


=



1√
n

1√
n

· · · 1√
n

1√
2

− 1√
2

0 · · · 0

1√
6

1√
6

− 2√
6

· · · 0
...

...
. . .

...
1√

n(n−1)

1√
n(n−1)

· · · 1√
n(n−1)

− n−1√
n(n−1)


,

とする．また，
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X − µ =


X1 − µ

X2 − µ
...

xn − µ


として，

Y =


Y1

Y2

...

Yn

 = T (X − µ) =



1√
n

∑n
i=1(Xi − µ)

1√
2
(X1 −X2)

1√
6
(X1 +X2 − 2X3)

...
1√

n(n−1)
(
∑n−1

i=1 X1 − (n− 1)Xn)


とおく．

はじめに，Yi
i.i.d.∼ N(0, σ2), i = 1, · · · , nを示す．

Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，かつ，Yi は，(X1, · · · , Xn)の線形変換であるから，正規分

布に従う．ここで，T は直交行列，すなわち，I を n次単位行列として，

TT⊤ = T⊤T = I

であることに注意すると，Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2), i = 1, · · · , nであるから，

E
[
(X − µ)(X − µ)⊤

]
= σ2I,

E[Yi] = E[ti(X − µ)] = ti(E[X]− µ) = 0,

E[YiYj ] = E
[
ti(X − µ)(X − µ)⊤t⊤j

]
,

= tiE
[
(X − µ)(X − µ)⊤

]
t⊤j = σ2tit

⊤
j = σ2δij ,

σ2δij =

1 i = j,

0 i ̸= j
.

∴ Yi
i.i.d.∼ N(0, σ2), i = 1, · · · , nとなる．

次に，X̄ ∼ N
(
µ, σ2/n

)
を示す．これは，

X̄ =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ+ µ) =
1√
n
Y1 + µ (1.3)

より，明らかである．

最後に，
∑n

i=1

(
Xi−X̄

σ

)2
∼ χ2(n − 1)，かつ，これが X̄ と独立であることを

示す．

T は直交行列であったことに注意すると，

Y ⊤Y = (X − µ)⊤T⊤T (X − µ) = (X − µ)⊤(X − µ)

すなわち，
∑n

i=1(Xi − µ)2 =
∑n

i=1 Y
2
i ．ここで，(1.3)より，Y1 =

√
n
(
X̄ − µ

)
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に注意すると，

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
=

n∑
i=1

{
(Xi − µ)− (X̄ − µ)

}2
=

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2
n∑

i=1

(Xi − µ)(X̄ − µ) +
n∑

i=1

(X̄ − µ)2

=
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2n(X̄ − µ)2 + n(X̄ − µ)2

=
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄ − µ)2

=
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − Y 2
1 =

n∑
i=2

Y 2
i .

∴
∑n

i=1

(
Xi−X̄

σ

)2
=
∑n

i=2

(
Yi

σ

)2
，かつ，Yi

i.i.d.∼ N(0, σ2)であったから，X̄ と∑n
i=1

(
Xi−X̄

σ

)2
は独立であり，かつ，Yi

σ

i.i.d.∼ N(0, 1)であるから，定義 1.1によ

り，
∑n

i=1

(
Xi−X̄

σ

)2
∼ χ2(n− 1)． □

定義 1.2（t分布）� �
Z と Y は互いに独立で，各々 Z ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2

n とする．このとき，

X = Z√
Y/n
の従う確率分布を自由度 nの t分布といい，このことを，X ∼ t(n)

で表すことにする．� �
定理 1.4（t分布確率密度関数）� �
自由度 nの t分布の確率密度関数 f(x, n)は次式で与えられる．

f(x;n) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

) 1(
1 + x2

2

)n+1
2

, t ∈ R. (1.4)

� �
証明 U ∼ N(0, 1)，V ∼ χ2(n) として，U, V が互いに独立であるとすると，

(U, V )の同時密度関数 g(u, v)は，(1.1)より，

g(u, v) =
1√
2π

e−
u2

2
1

Γ
(
n
2

)
2

n
2

v
n
2 −1e−

v
2 , (u, v) ∈ R× R+.

ここで x = u√
v/n

, y = v として，変数置換すると，ヤコビアンが |J | =
√

y
n とな

るので，(X,Y ) = ( U√
V/n

, V )の同時確率密度関数 h(x, y)は，

h(x, y) = g

(
x
√
y

√
n
, y

)
|J |

=
1√

2πΓ
(
n
2

)
2

n
2

y
n
2 −1 exp

(
−y

2

(
1 +

x2

n

))√
y

n
.

T の周辺確率密度関数は，
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f(x) =

∫ ∞

0

h(x, y)dy

=

∫ ∞

0

1√
2nπΓ

(
n
2

)
2

n
2

y
n+1
2 −1 exp

(
−y

2

(
1 +

x2

n

))
dy.

さらにここで，z = y
2

(
1 + x2

n

)
と変数置換すると，

f(x) =

∫ ∞

0

1√
2nπΓ

(
n
2

)
2

n
2

(
2z

1 + x2

n

)n+1
2 −1

e−z

(
2

1 + x2

n

)
dz

=
1

√
nπΓ

(
n
2

) (
1 + x2

2

)n+1
2

∫ ∞

0

z
n+1
2 −1e−zdz

=
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

) 1(
1 + x2

2

)n+1
2

, x ∈ R.

∴題意を得る． □

定理 1.5（標本平均の分布:分散未知の場合）� �
Xi

i.i.d∼ N(µ, σ2), i = 1, · · · , nのとき，

X̄ =

∑n
i=1 Xi

n
, S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
とすると，

T =
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n).� �
証明 定理 1.3より，

√
n(X̄−µ)

σ ∼ N(0, 1), S2(n−1)
σ2 ∼ χ2(n− 1)である．

∴ T =

√
n(X̄−µ)

σ(
S
√
n−1
σ

)
/
√
n− 1

∼ t(n− 1).

□
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定理 1.6（標本平均の差の分布:等分散の場合）� �
Xij ∼ N(µi, σ

2), ij = 1, · · · , ni，i = 1, 2とし，Xij , ij = 1, · · · , ni，i = 1, 2

は互いに独立であるとする．このとき，

X̄i =
1

ni

ni∑
ij=1

Xij ,

S2
i =

ni∑
ij=1

(Xij − X̄i)
2

ni − 1
, i = 1, 2,

S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
4)

とすると，

T =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

Sp

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2).

� �

4) Sp は S1 と S2 の加重平
均であり，σ2 の不偏推定量に
なっている．

証明 Xij ∼ N(µi, σ
2), ij = 1, · · · , ni，i = 1, 2 かつ，Xij , ij = 1, · · · , ni，

i = 1, 2は互いに独立であるから，X̄i ∼ N(µi, σ
2/ni), i = 1, 2であり，

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

σ
√

1
n1

+ 1
n2

∼ N(0, 1).

一方，(ni−1)S2
i /σ

2 ∼ χ2(ni−1), i = 1, 2であり，それらは，互いに独立である．

∴ χ2 分布の再生性 (定理 1.2)により，(n1 + n2 − 2)S2
p/σ

2 ∼ χ2(n1 + n2 − 2).

よって，

T =
{X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)}/σ

√
1
n1

+ 1
n2√

(n1 + n2 − 2)S2
p/{(n1 + n2 − 2)σ2}

であるから，t分布の定義（定義 1.2）により，題意を得る． □

1.2 線形回帰

1.2.1 モデル

(yt, x1t, · · · , xkt), t = 1, · · · , T を所与として，次式を満たす未知の係数 β =

(β1, · · · , βk)
⊤ を推定する問題を考える．

yt = β1x1t + β2x2t + · · ·+ βkxkt + ϵt, t = 1, · · · , T (1.5)

ただし，ここで，ϵ = (ϵ1, · · · , ϵT )⊤ は，撹乱項で次の仮定を満たすものとする．

仮定 1.1 (線形回帰式：撹乱項の仮定). 　

(i) E[ϵt] = 0 ∀ t.

(ii) E[ϵsϵt] =

σ2 s = t,

0 s ̸= t
∀ s, t.
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(iii) ϵt ∼ N(0, σ2), ∀ t.

この仮定を，ベクトル表現すれば，

ϵ ∼ NT (0T , σ
2IT ). (1.6)

ただし，ここで，0T はT 次のゼロベクトル．IT はT×T 単位行列で，NT (0T , σ
2IT )

は，平均ベクトル 0T , 分散共分散行列 σ2IT の T 次元正規分布を表す．また，(1.5)

を行列表現すると，

y = Xβ + ϵ (1.7)

⇐⇒


y1
...

yT

 =


x11 · · · xk1

...

x1T · · · xkT



β1

...

βk

+


ϵ1
...

ϵT

 (1.8)

となる．以下では，rank(X) = k とする．

定義 1.3（最小２乗推定量）� �
min
β

T∑
t=1

(yt − x1tβ1 − · · · − xktβk)
2 =min

β
(y −Xβ)⊤(y −Xβ)

となるように，βを推定する方法を最小 2乗法という．最小２乗法によって求

められた推定量を最小２乗推定量という．� �
いまの場合，最小化の一階条件：

∂

∂β
(y −Xβ)⊤(y −Xβ) =

∂

∂β
(y⊤y − 2β⊤X⊤y + β⊤X⊤Xβ)

= −2(X⊤y −X⊤Xβ) = 0 (1.9)

より，β の最小 2乗推定量 β̂ は，

β̂ =
(
X⊤X

)−1

X⊤y (1.10)

となる．

定義 1.4（残差）� �
(i) ŷ = Xβ̂ を理論値あるいは予測値といい，

(ii) e = y − ŷ = y −Xβ̂ を残差という．� �
注 1.1. (1.9)より，

X⊤e = X⊤(y −Xβ̂) = 0.

さらに，これより，

ŷ⊤e = e⊤ŷ = (β̂
⊤
X⊤e)⊤ = 0.
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また，X の第１列ベクトルが 1T = (1, · · · , 1)⊤ であるならば，

1⊤
T e =

T∑
t=1

et = 0.

以下，Xの第１列ベクトルが1T = (1, · · · , 1)⊤であるとする．すなわち，(1.5)は，

yt = β1 + β2x2t + · · ·+ βkxkt + ϵt, t = 1, · · · , T (1.11)

とする．このとき，y の平均 ȳ = 1
T

∑T
t=1 yt からの偏差の２乗和は，

(y − ȳ1T )
⊤(y − ȳ1T ) = (ŷ − ȳ1T + e)⊤(ŷ − ȳ1T + e)

= (ŷ − ȳ1T )
⊤(ŷ − ȳ1T ) + 2e⊤(ŷ − ȳ1T ) + e⊤e

= (ŷ − ȳ1T )
⊤(ŷ − ȳ1T ) + e⊤e.

すなわち，
T∑

t=1

(yt − ȳ)2 =

T∑
t=1

(ŷt − ȳ)2 +

T∑
t=1

e2t .

定義 1.5（決定係数）� �
R2 =

∑T
t=1(ŷt − ȳ)2∑T
t=1(yt − ȳ)2

= 1−
∑T

t=1 e
2
t∑T

t=1(yt − ȳ)2

を決定係数という．

決定係数は，k(= 説明変数の個数)の単調増加であるため，これを補正した

R̄2 = 1−
∑T

t=1 e
2
t/(T − k)∑T

t=1(yt − ȳ)2/(T − 1)

を修正済決定係数という．� �
1.2.2 線形回帰式の検定

補題 1� �
u ∼ Nk(0, Ik), Aを rank(A) = r ≤ kの k× k-実対称ベキ等行列とすると，

u⊤Au ∼ χ2(r).� �
証明 Aは、実対称行列であるから，λi, i = 1, · · · , k をAの固有値とすると，

Λ :=


λ1 0

. . .

0 λk

 = C⊤AC

となる直交行列Cが存在する（岩城（2012）定理 7.9参照）．また，Aが rank(A) = r
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のベキ等行列であることから，一般性を失うこと無く，

λi =

1 i = 1, · · · , r

0 i = r + 1, · · · , k
(1.12)

とできる．

∵ Aの固有値と固有ベクトルを各々，λと xとすると，各々の定義から，

Ax = λx, x ̸= 0.

Aがベキ等とすると，

Ax = A2x = Aλx = λAx = λ2x.

∴ λx = λ2x ⇐⇒ λ(λ− 1)x = 0.

∴ λは，0か 1．

一方，C の各列は互いに直交するので rank(C) = k であり，rank(CΛC⊤) =

rank(Λ). ∴ trをトレース（=対角成分の和）として，

r = rank(A) = rank(CΛC⊤) = rank(Λ) = tr(Λ).

∴ (1.12)を得る．

いま，z = C⊤uとすると，期待値の線形性から，

E[z] = C⊤E[u] = 0,

E[zz⊤] = C⊤E[uu⊤]C = C⊤IkC = Ik.

∴ z ∼ Nk(0, Ik).

以上の議論から，

u⊤Au = z⊤C⊤ACz

= z⊤C⊤CΛC⊤Cz = z⊤Λz =

r∑
t=1

z2i ∼ χ2(r).

□
残差平方和 SSE =

∑T
t=1 e

2
t については，次が成立する．

命題 1.1（残差平方和の分布）� �
SSE

σ2
∼ χ2(T − k).� �

証明

e = y −Xβ̂

= y −X(X⊤X)−1X⊤y
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=
(
IT −X(X⊤X)−1X⊤

)
y

=
(
IT −X(X⊤X)−1X⊤

)
(Xβ + ϵ)

=
(
IT −X(X⊤X)−1X⊤

)
ϵ. (1.13)

容易に確かめられるように，IT −X(X⊤X)−1X⊤ は対称ベキ等行列．かつ，

tr
(
IT −X(X⊤X)−1X⊤

)
= tr (IT )− tr

(
X(X⊤X)−1X⊤

)
= tr (IT )− tr

(
(X⊤X)−1X⊤X

)
5)

= tr (IT )− tr (Ik) = T − k.

∴補題 1において，A = IT −X(X⊤X)−1X⊤, u = ϵ
σ とすれば，題意を得る．

5) A = (aij)，B = (bij)
を各々 T × k, k × T 行列と
すると，

tr(AB) =

T∑
i=1

k∑
l=1

ailbli

=

k∑
l=1

T∑
i=1

bliail

= tr(BA).
□

補題 2� �
β̂ と eは独立．� �

証明 β̂ と eが正規分布従い，無相関であることを示す．(1.13)とその導出と同

様にして，

β̂ = (X⊤X)−1X⊤y = β + (X⊤X)−1X⊤ϵ, (1.14)

e = (IT −X(X⊤X)−1X⊤)ϵ.

どちらも ϵ ∼ NT (0, σ
2IT ) の線形変換なので (β̂, e)は正規分布に従う．

cov(β̂, e) = cov
(
β + (X⊤X)−1X⊤ϵ,

(
IT −X(X⊤X)−1X⊤

)
ϵ
)

= (X⊤X)−1X⊤E[ϵϵ⊤](IT −X(X⊤X)−1X⊤)⊤

= σ2(X⊤X)−1X⊤(IT −X(X⊤X)−1X⊤)⊤

= 0.

□

命題 1.2（回帰係数の検定統計量）� �(
X⊤X

)−1

の (i, i)要素を ξi とし，s2 = SSE
T−k とすると，

β̂i − βi

s
√
ξi

∼ tT−k.� �
証明 (1.14)より，β̂−β =

(
X⊤X

)−1

X⊤ϵ ∼ Nk

(
0, σ2

(
X⊤X

)−1
)
であ

るから， β̂i−βi

σ
√
ξi

∼ N(0, 1). あとは，補題 2と命題 1.1より，題意が成立する． □

1.2.3 回帰係数の F検定

線形回帰式 (1.5)に対して，
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帰無仮説H0 :βk−m+1 = · · · = βk = 0

対立仮説H1 :それ以外

の検定を考える．

定義 1.6（F分布）� �
X ∼ χ2(m)と Y ∼ χ2(n)が互いに独立であるとき，X/m

Y/n は，自由度 (m,n)

の F分布にしたがうといい，このとことを，X/m
Y/n ∼ F(m,n)で表す．� �

定理 1.7F分布確率密度関数� �
自由度 (n1, n2)の t分布の確率密度関数 f(x;n1, n2)は次式で与えられる．

f(x, n1, n2) =
Γ
(
n1+n2

2

) (
n1

n2

)n1
2

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

) x
n1
2 −1(

1 + n1

n2
x
)n1+n2

2

, x ∈ R+. (1.15)

� �
証明 U ∼ χ2(n1)，V ∼ χ2(n2) として，U, V が互いに独立であるとすると，

(U, V )の同時密度関数 g(u, v)は，(1.1)より，

g(u, v) =
1

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

)
2

n1+n2
2

u
n1
2 −1v

n2
2 −1e−

u+v
2 , (u, v) ∈ R2

+.

ここで，x = u/n1

v/n2
, y = v として，変数置換すると，ヤコビアンが |J | = n1

n2
yとな

るので，(X,Y ) =
(

U/n1

V/n2
, V
)
の同時確率密度関数 h(x, y)は，

h(x, y) = g

(
n1

n2
xy, y

)
|J |

=
1

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

)
2

n1+n2
2

(
n1

n2
xy

)n1
2 −1

y
n2
2 −1 exp

(
−y

2

(
n1

n2
x+ 1

))
,

(x, y) ∈ R2
+.

X の周辺確率密度関数は，

f(x) =

∫ ∞

0

h(x, y)dy

=

∫ ∞

0

(
n1

n2

)n1
2

x
n1
2 −1

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

)
2

n1+n2
2

y
n1+n2

2 −1 exp

(
−y

2

(
n1

n2
x+ 1

))
dy.

さらにここで，z = y
2

(
n1

n2
x+ 1

)
と変数置換すると，

f(x) =

∫ ∞

0

(
n1

n2

)n1
2

x
n1
2 −1

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

)
2

n1+n2
2

(
2z

n1

n2
x+ 1

)n1+n2
2 −1

e−z

(
2

n1

n2
x+ 1

)
dz



12 第 1 章 統計学のレビュー

=

(
n1

n2

)n1
2

x
n1
2 −1

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

) (
1 + n1x

n2

)n1+n2
2

∫ ∞

0

z
n1+n2

2 −1e−zdz

=
Γ
(
n1+n2

2

) (
n1

n2

)n1
2

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

) x
n1
2 −1(

1 + n1x
n2

)n1+n2
2

, x ∈ R+.

∴題意を得る． □
帰無仮説が成立するとした場合の回帰式

yt = β1x1t + · · ·+ βk−mx(k−m)t + ϵt, t = 1, · · · , T

の残差平方和を SSE0 とすると，次が成立する．

定義 1.3（F統計量）� �
(SSE0 − SSE)/m

SSE/(T − k)
∼ F(m,T − k)� �

証明 命題 1.1より，SSE0 ∼ χ2(T − (k −m))となることに注意すると，今ま

での議論と同様にして，題意を得る． □

例 1.1� �
m = k − 1の場合，すなわち，

帰無仮説H0 :β2 = · · · = βk = 0

対立仮説H1 :それ以外

の場合．

H0 が正しいとすると，残差は，y − ȳ1T となるので，決定係数は，

R2 = 1− SSE

SSE0

となる．これより，

(SSE0 − SSE)/(k − 1)

SSE/(T − k)
=

R2/(k − 1)

(1−R2)/(T − k)
∼ F(k − 1, T − k).� �
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