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次の回帰モデルを考える．

y = Xβ + u,

y =


Y1

...

Yn

 , X =


1 X21 · · · Xk1

...
...

...

1 X2n · · · Xkn

 , β =


β1

...

βk

 , u =


u1

...

un

 .

ここで，

u ∼ Nn(0, σ
2In)

を仮定する．ただし，In は n次単位行列．

このとき，

y ∼ Nn(Xβ, σ2In)

であるから，尤度関数は，

L = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)⊤(y −Xβ)

}
となり，対数尤度関数は次式で与えられる．

logL = −n

2
log 2π − n

2
log σ2 − 1

2σ2
(y −Xβ)⊤(y −Xβ).　 (1)

よって

∂ logL

β
=
1
2
(X⊤y −X⊤Xβ) = 0,

∂ logL

σ2
=− n

2σ2
+

1

2σ4
(y −Xβ)⊤(y −Xβ) = 0

より，(β, σ2)の最尤推定量 (β̂, σ̂2)は，次で与えられる．

β̂ =(X⊤X)−1X⊤y,

σ̂2 =
1

n
e⊤e, e = y −Xβ̂. (2)

(2)を (1)に代入した最大尤度の符号を逆転させた

ℓ = − logL =
n

2
(log 2π + 1) +

n

2
log σ̂2

を損失関数という．

AIC = ℓ+ k

をAIC（Akaike Information Criteria）という．

説明変数の個数 kが増えると，残差平方和 e⊤eは小さくなり，分散の最尤推定量

σ̂2 が小さくなるので，損失関数も小さくなる．

したがって，AICは，損失関数 ℓに説明変数の個数 kをペナルティとして加えた

ものと言える．


