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ゲージ理論の解析的構造 

－拘束条件に関する「ディラックの予想」について－ 

                                菅野礼司 

１．はじめに 

ゲージ理論を記述するラグランジュ関数からは拘束条件が現れる。 

ディラックはゲージ理論に現れる拘束条件（さらに一般的に、特異ラグランジュ関数か

ら導かれる拘束条件）を系統的に扱うアルゴリズムを開発して、美しい理論体系への道を

拓いた（１）。この功績は素晴らしいが、この分野で非常に重要な問題をやり残した。また、

拘束条件に関する予想を行った（しかし、その予想は正しくない）。
 

一般的に、特異ラグランジュ関数から派生する拘束条件Φ
α
（p,q）＝０、（α＝１～Ｒ） 

が、運動方程式と整合的であるためには、その時間微分がゼロでなければならない： 

    ｄΦ
α

/dｔ＝ [Ｈ，Φ
α

]＝０ （ポアッソン括弧、または交換関係） 

この定常性条件から、次々に２次的拘束条件がでる。最初のΦ
α
を１次拘束として、 

Φ
α

1～０,  Φ
α

2＝[Ｈ，Φ
α

1]～０、・・・,Φ
α

K＝[Ｈ，Φ
α

K―1]～０   （１）
 

Ｋ次拘束まで現れるとする。 ～は弱等式を表す。 

拘束条件には、第１類拘束（first class constraint）と第２類拘束(second class c.)がある。

第１類拘束は、 [  ]に関して互いに弱等式のもとで閉じている拘束の集合（包合系）： 

   [Φ
α

ｍ，Φ
α

ｎ] ～０、 ： ≡０（modΦ
α

ｋ） 

第２類はそれ以外の閉じてない拘束である。 

第１類拘束はゲージ理論に関わり、第２類拘束条件は位相空間での自由度を縮減するが、

さらに、大域的対称性に関わる。第 1 類拘束の存在がゲージ理論の特性である。 

 ディラックのやり残した課題は、（i）ゲージ変換の生成子（無限小変換の母関数）と第

1 類拘束との関係、（ii）第 2 類拘束と大域的対称性に対する変換生成子の関係、 (iii)位

相空間と速度位相空間との対応（iv）第 1 類拘束とゲージ固定の関係である。 

 

第 1 類拘束に関するディラックの予想 

 ディラックはゲージ理論に関わる第１類拘束条件について次のような予想（conjecture）

をした。 

  “第 1 類拘束条件は、1 次拘束（primary c.）と 2 次的拘束(secondary c.)（２次～Ｋ次拘

束）は、すべて質的に同じであり、同列に扱ってよい” 

 

上記の（i）～（iv）はディラックのこの予想と密接に関連している。 

 これらの 4 つの問題を筆者らは解決したつもりである。さらに、その過程でディラック

の予想の誤りを指摘した。（詳細は参考文献２および３にまとめた。） 
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 このディラック予想から、ゲージ理論におけるハミルトン関数の作り方やゲージ自由度

とゲージ固定の方法に混乱が起こった。 

 

２．拘束条件とハミルトン関数 

 拘束条件のある系のハミルトン関数は、通常「全ハミルトン関数」ＨT を用いるべきで

あることをディラックは最初に示した。全ハミルトン関数(total Hamiltonian)とは下記の

（２）式で表される。              

Ｈ T ＝ Ｈ ＋ ｖ α Φ
α

１              （ ２ ）             

である（上付下付の同じ添字について和を取る）。ここにＨは正準ハミルトン関数、ｖα

は任意関数である。それゆえ、ゲージ変換の自由度に対応する。 

（以下この節では第１類拘束のみの系を扱う。） 

 ところが後に、ディラックは上記の予想にしたがって、全ハミルトン関数ＨT の代わり

に、すべての第一類拘束を加えた「拡張されたハミルトン関数」(extended H) ＨＥ  

      ＨＥ  ＝Ｈ＋  λα
ｋΦ

α
ｋ    （ｋ＝１～Ｋ）                     （３）      

を用いてもよいと主張した。電磁場のような簡単な例では、一見ＨＥ 形式でも矛盾がない

うに思えるし、位相空間での定式化のみ見ていたのでは不整合性に気づかないので、彼の

この予想をみな信じてＨＥ形式を用いるようになった。 

このディラックの予想の正否を巡って、永い間議論がなされた。それに対して、筆者らは

ディラック予想は誤りであることを早くから主張してきた。その根拠として、（１）1 次

拘束とｋ次（ｋ≧２）拘束とは同等ではなく質的に異なること、（２） ＨT が正しい時間

発展の生成子であることを証明し、（３）それを実例モデルで示した。 

 これらの問題について何度も論争を繰り返した結果、漸く２０年ほど前に筆者らの主張

が認められるようになった。 

 なぜディラック予想が誤っているか、その理由を以下に述べる。 

 

３．1 次拘束と２次的拘束の質的差異 

 質点系のモデルをとる。速度位相空間（ｑｉ，ξｉ ＝ｄｑ／ｄｔ）と位相空間（ｑｉ
,ｐｉ）

（ｉ＝１～Ｎ）の次元を２Ｎとする。    

まず、1 次拘束とｋ次（ｋ≧２）拘束とが質的に異るのは、1 次拘束Φ
α

１（p,q）を速度

位相空間に引きもどすと、恒等的にゼロになることである：                     

        Φ
α

１（p(ξ,ｑ),q）≡０                           （４） 
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しかし 2 次以降の拘束Φ
α

ｋ（p(ξ,ｑ),q）（ｋ＝２～Ｋ）はゼロにならない。この違いは、

以下に見るように重要な意味をもつ。 まず、速度位相空間に移したとき、高次拘束は消

えないから、ＨＥは元の力学系と異なるものとなる。 

１次拘束とヘシアン行列のゼロ固有値ベクトルとの関係 
（４）

 

 ヘシアン行列： Ａij ＝ Ａji ＝∂
２
Ｌ／∂ξｉ∂ξ

ｊ
 ＝ ∂ｐｉ ／∂ξ

ｊ
   （５）          

の階数が Ｎ－Ｒ（ rank（Ａｉｊ）= N－Ｒ）のとき，（Ａｉｊ）はＲ個のゼロ固有値を有

し、それに対応してＲ個のゼロ固有値ベクトルτα
ｉ  が存在する。 

           Ａｉｊτα
ｊ

  ＝０，   （α＝1～Ｒ）              （６） 

Ｒはラグランジュ関数から直接導かれる１次拘束の数であり、第 1 類拘束の場合、ゲージ

自由度の数であることが示される（後述）。 

（４）式に示すように、１次拘束は速度位相空間で恒等的にゼロになるから、それをｑｉ

およびξｉ で微分すると、それぞれゼロである。 

 Φ
α

１（p(ξ,ｑ),q）／∂ｑ
ｊ
＝∂Φ

α
１／∂ｐｉ・∂ｐｉ／∂ｑ

ｊ 

       ＋∂Φ
α

１／∂ｑｉ≡０              （７）
 

∂Φ
α

１／∂ξ
ｊ
＝∂Φ

α
１／∂ｐｉ・∂ｐｉ／∂ξ

ｊ
＝∂Φ

α
１／∂ｐｉ・Ａｊｊ ≡０ （８）  

（６）と（８）式から 

         τα

i
＝ ∂Φ

α
１／∂ｐｉ                             （９） 

を得る。（９）式を用いて（７）式は 

Φ
α

１（p(ξ,ｑ),q）／∂ｑ
ｊ
＝  τα

i
∂ｐｉ／∂ｑ

ｊ
＋∂Φ

α
１／∂ｑｉ≡０  （１０） 

となる。このような関係は１次拘束のみの有する特性であり、２次的拘束Φ
α

ｋ（ｋ≧２）

にはない。この性質が１次拘束と２次的拘束との重要な違いであり、両者を同等に扱えな

い理由の一つである。 

 これら（９），（１０）式は、位相空間と速度位相空間との対応を付ける鍵である。 

  

４．ゲージ変換の生成子と第 1 類拘束、およびゲージ自由度 （５）
 

全ハミルトン関数 ＨT ＝Ｈ＋ｖαΦ
α

１の任意関数ｖαは、ゲージ変換の自由度に対応

する。それゆえ、ｖαの異なるＨTによる時間発展は同じ物理的状態を与える。任意の力学
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量ｇ（ｑ,ｐ）の時間発展を考える。ｔ＝0 のときｇ０とすると、有限時間ｔの後に次のよ

うになる： 

 

 ｇ（ｔ）＝ｇ０＋ｔ・dｇ０／dｔ＋（ｔ２ ／２）ｄ２ｇ０／ｄｔ２＋・・・ 

     ＝ｇ０＋ｔ[ｇ０，ＨT] ＋（ｔ２ ／２）[[ｇ０,ＨT], ＨT]＋・・ 

この ＨT のｖαに異なるｖα‘ をとり、辺々相引くと次式を得る： 

ｇｖ（ｔ）－ｇｖ’（ｔ）＝ｔ（ｖα－ｖα‘）[ｇ０，Φ
α

１] 

＋（ｔ２ ／２）（ｖα－ｖα‘）（[[ｇ０,Ｈ], Φ
α

１]＋[dｇ０／dｔ，Φ
α

１]＋・・ 

＋[ｇ０，[Φ
α

１，Ｈ]＋・・）＋・・      （１１） 

この式はｇ（ｑ、ｐ）に対するゲージ変換とみなされる。[Φ
α

１，Ｈ] は 2 次拘束Φ
α

２

であり、この右辺にはさらにｔ３の項には 3 次拘束と次々に高次の拘束が現れる。 

この結果から推測されることは、ゲージ変換の生成子は、1 次拘束のみでなく、高次拘

束に依存するということである。 

 ここで留意すべきことは、このゲージ変換の式は有限時間について成り立つということ

である。だが、ディラックは（１１）式で時間ｔを無限小時間として、ｔの 1 次までしか

取らなかったので、１次拘束Φ
α

１のみでゲージ変換の生成子と結論した。これが誤りの原

因となった。２回のゲージ変換を重ねて行った場合、同様の考察から２次、３次拘束も１

次拘束と同じゲ－ジ変換の生成子であると考えた。つまり、すべての第１塁拘束は単独で

ゲージ変換の生成子であるとみなした。これが拡張されたハミルトン関数ＨＥを導入した

理由である。 

 しかし、ゲージ変換の生成子（母関数）Ｇ(p,q）は第１類拘束の一次結合で表されるこ

とが証明できる： 

      Ｇ ＝εα
ｋ

 Φ
α

ｋ            （α＝１～Ｒ、ｋ＝１～Ｋ）     （１２） 

 εα
ｋ

 は未定関数であるが、以下に示すＧの定常条件（Ｇが運動方程式と整合的である

ための条件）により、最後のεα
Ｋ

 を除き、ｋ＝１～Ｋ－１の εα
ｋ

 はすべてεα
Ｋ
とそ

の時間微分により表される。       

 

生成子Ｇの定常条件、およびその表式の決定 

ｑ、ｐの微尐ゲージ変換をδｑ、δｐで表す。このゲージ変換とｖαをδｖαだけ変えた

ゲージ変換は同等とみなせるから、時間発展の生成子として同等である：  
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ＨＴ（ｑ+δｑ、ｐ+δp、ｖ）～ＨＴ（ｑ，ｐ、ｖ＋δｖ）    （１３） 

ここに無限小ゲージ変換は 

   δｑｉ ＝[ｑｉ ，Ｇ]  δｐｉ ＝[ｐｉ
 ，Ｇ]           （１４） 

 

この（１３）式より、Ｇの定常条件として次式が導かれる。 

[Ｇ，ＨＴ]＋ ∂Ｇ／∂ｔ ≡０ （mod Φ
α

１）          （１５） 

この定常条件は、Ｇが任意の時刻においてゲージ変換の生成子でありうる条件である。 

ＨＴ＝Ｈ＋ｖαΦ
α

１に含まれるｖαは任意関数であるから、（１５）式は次のように分

解される。 

         [Ｇ，Ｈ]＋ ∂Ｇ／∂ｔ ≡０ （mod Φ
α

１）          （１６） 

         [Ｇ，Φ
α

１]≡０ （mod Φ
α

１）                      （１７） 

（１６）式からわかるように、Ｇの中のΦ
α

１は｛Ｇ，Ｈ｝によりΦ
α

２になるからＧは   

Φ
α

１のみではなくすべてのΦ
α

ｋの１次結合でなければ満たされない。 

上の両式からεα
ｋ

 の漸化式が導かれる： 

        dεα
ｋ

/ dｔ +εα
ｋー1

  + εβ
Ｋ

 Ｃα
βｋ

 ＝０     （１８） 

ここに Ｃ
α

β
ｋ

 は次式で与えられるｑ、ｐの既知関数である 

     [Φ
α

Ｋ ，Ｈ ]＝ Ｃ
α

β
ｋ

 Φ
β

ｋ           （１９） 

 この漸化式からすべての εα
ｋ

 （ｋ＝１～Ｋ－１）は εα
Ｋ 

とその時間微分の１次

結合で表される。ここで、最高次拘束の係数εα
Ｋ 

のみが任意関数である。それを改めて

εα（ｔ）とおくと、ＧはＲ個のεα を任意関数とするΦ
α

ｋ の１次結合で表される。Ｒ

個のεα はゲージ変換の自由度に対応する任意関数である。 

この結果から分かるように、第１類 1 次拘束Φ
α

１ の数Ｒがゲージ自由度である、つま

り、１次拘束の数がゲージ自由度を決める。したがって、１次拘束は２次以降の高次拘束

とは同等でないことは明かである。 
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ゲージ変換の生成子はこのＧ以外にない 

 また逆に、ゲージ変換の生成子は、すべてこのように構成したＧであり、それ以外に存

在しないことが証明できる。 

一般的に作用積分 ∫Ｌ（ｑ，ξ）ｄｔ が微尐ゲージ変換 

  δｑｉ＝εα(t)ｇ０
αｉ(q,ξ)＋ｄεα／ｄｔ・ｇ１

αｉ＋・・  （２０） 

（εα(t)は任意関数、ｇｋ
αｉは定まった関数）によって不変ならば（時間の全微分ｄＦ／

ｄｔの不定性があり、δＬ＝ｄＦ／ｄｔ）、このゲージ変換の生成子は、定常条件（１５）

式を満たす（１２）のＧと一致することが示される
（６）

。εα(t)は任意であるから、それ

らとその時間微分の係数因子がゼロでなければならないので、Φ
α

ｋ＝０と同等な条件式が

速度位相空間でえられる。こうして微尐ゲージ変換δｑｉの生成子は、先のＧと一致する

ことが示される。それゆえ、微尐ゲージ変換の生成子はＧ以外に存在しない。 

 Ｇを決めるときに、（１５）式においてＨＴ でなく、1 次拘束と高次拘束を同列に扱っ

た（２）式のＨＥ を用いると、λα
ｋ はすべて任意関数であるから、Ｇのなかのεα

ｋ
 は

すべて任意関数となり、ゲージ自由度はＲ×Ｋとなる（電磁場のゲージ自由度は２とな

る）。つまり、すべての第 1 類拘束Φ
α

ｋがゲージ変換の生成子になる。だが、上記のよう

に、元のラグランジュ関数は、そのようなＲ×Ｋ個のゲージ変換で不変ではない。これで

は実際のゲージ理論と矛盾する。 

 もし、（４）で示した 1 次拘束の特性と、ゲージ変換の生成子が第 1 類拘束の 1 次結合

でこのように表されることに、ディラックが気づいていれば、1 次拘束と高次拘束の質的

差異を認めて、上記のような予測をしなかったであろう。 

 

ゲージ固定に制限がつく 

 ゲージ力学系の解を一義的に決めるには第１類拘束条件の数と同数のゲージ固定条件

χ
α

ｋが必要である。ところが、ゲージ固定条件も運動方程式と整合的であるためには、

Φ
α

ｋと同様に、それらも定常条件を満たさねばならない： 

[ＨＴ，χ
α

ｋ]～０                （２１） 

 これら定常条件はＨＥ形式なら、任意関数λα
ｋがあるから、すべて任意のχ

α
ｋによっ

て満たされる。だが、ＨＴでは任意関数ｖαはＲ個しかないので、すべてのχ
α

ｋを勝手に
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選べない。（２１）式によって、通常はχ
α

１から次々に新たな条件χ
α

２，χ
α

３が導かれ

るから、その列がちょうどχ
α

Ｋで終わるようにχ
α

１を選ぶのがよい。 

 このように、ＨＴとＨＥとではゲージ固定条件の選び方も変わる。電磁場の場合は、ゲ

ージ固定としてクーロンゲージ∂ｉＡｉ＝０とＡ０＝０とは（２１）式と整合的である。し

かし、ヤン・ミルス場の場合は整合的でないので、このようなゲージ固定は許されない。 

 

６．位相空間と速度位相空間との整合性について（７）
 

 拘束条件の現れる力学系では、力学変数（ｑ，ξ）と（ｑ，ｐ）との相互変換は可能で

ない。それゆえ、速度位相空間と位相空間との対応は一義的でない。 

（４）に示したように 1 次拘束条件は速度位相空間で恒等的に消えるために（９），（１

０）式が導かれた。これらの式を用いて位相空間の力学的形式と速度位相空間のそれとの

対応が可能となる。 

 1 次拘束条件は速度位相空間で恒等的に消えるから、ＨＴ の付加項Φ
α

１ は速度位相空

間には寄与しない。それゆえ、その変換による結果は元のラグランジュ関数と同じ内容と

なる。すなわち、ＨＴ形式では位相空間と速度位相空間とは同等であり、位相空間で定式

化された関係式（運動方程式やゲージ変換など）は速度位相空間にそのまま引き戻される

から、両空間での形式化は整合的であることが示される。 

 

 両空間での写像関係：ヘッシアン行列が特異なので、１：１対応はない。事実ξｉには   

次のような不定性がある。 

ｐｉ（ｑ，ξ）＝ ｐｉ（ｑ，ξ＋ｕατα）      （２２） 

また、変換に関しては 

 ｄｐｉ→（ｄｐｉ／ｄξｊ）ｄξｊ＋（ｄｐｉ／ｄｑｊ）ｄｑｊ 

＝ Ａ ｉ ｊ ｄ ξ ｊ ＋ （ ｄ ｐ ｉ ／ ｄ ｑ ｊ ） ｄ ｑ ｊ        （ ２ ３ ）             

ｄｑｉ→ｄｑｉ 

  

∂／∂ξｉ →（∂ｐｊ／∂ξｉ ）∂／∂ｐｊ＝ Ａｉｊ∂／∂ｐｊ 

∂／ｑｉ → （∂ｐｊ／∂ｑｉ ）∂／∂ｐｊ＋∂／ｑｉ          （２４） 

 

は可能だが、Ａｉｊの逆行列が存在しないので、これらの逆変換は存在しない。 

 両空間での定式化で、次のような対応関係がある： 

位相空間のΦ
α

１（ｑ，ｐ）→速度位相空間でΦ
α

１（p(ξ,ｑ),q）=０ 
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速度位相空間のＺα＝τα
i
∂／∂ξｉ

 →位相空間でτα
i
Ａｉｊ∂／∂ｐj=０ 

Ｚαはξｊの不定性（２２）から現れるもので、Φ
α

１が速度位相空間で消えることに対

応する演算子である。 

これらの関係と（９），（１０）式とにより、ＨＴ形式は両空間で整合的であることが

示される。（７） 

 それに対して、ＨＥ形式では、ＨＥの付加項のうち高次拘束条件は速度位相空間で消え

ないために、ＨＥは元のラグランジュ関数とは異なる力学を与える。事実、ＨＥ から導か

れる位相空間での関係式を速度位相空間に引きもどすと整合的でない結果を得る。さらに、

その引き戻しができないようなモデルも存在する。 

 

具体的モデル 

特に、ディラックの予測の可否を巡る議論で提示されたフレンケルのモデルラグランジ

ュ関数
（８） 

  Ｌ＝ξ１（ξ３）２－ｑ２（ｑ３）２／２      （２５） 

 

は両空間での整合性の問題を浮き彫りにした。このモデルでは３次拘束まで現れる： 

 

 Φ１＝ｐ２， Φ２＝－（ｑ３）２／２， Φ３＝－ｑ３√ｐ１＝－ｑ３ξ３    （２６） 

このモデルでは、通常のＨＴ形式でもＨＥ形式でも、速度位相空間と位相空間とは整合的

なものがえられない。ところが、 

ヘシアン行列    

                            （２７） 

 

の階数が、３次拘束からえられる√ｐ１＝ξ３ ～０によって、もう一つ下がるのである。

そのことに気づかなかったので、両空間での整合性が得られず一時期混乱が続いた。しか

し、ヘシアン行列の階数が拘束条件によって下がるために、もうひとつ、τ
i
＝（０，１０）

に対応する新たな 1 次拘束Φ１＝ｐ１が現れることに気づくことで解決した。そのΦ１を 

ＨＴに加えたものを改めて
 

ＨＴ＝Ｈ＋ｖΦ１＋ｖΦ１，   Φ１＝ｐ１             （２８）       
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とすれば、ゲージ変換の生成子も含め、両空間ですべて整合的な理論が得られる
（３）（４）

。

これもＨＥではなく、ＨＴ 形式が正しいことを示す例である。 

 以上いくつかの理由から ＨＥ 形式、つまりディラックの予想は正しくないといえる。 

 

７．第 2 類拘束条件の役割 

 第 2 類拘束条件の役割について、ディラックはあまり重視してない。第 2 類拘束は必ず

対で現れ、位相空間の自由度を縮減するだけであると考えた。そして、位相空間の自由度

を消去するために、第２類拘束を強等式でゼロになるようなディラック括弧を導入した。 

 しかし、第２類拘束も大域的対称性変換（定数パラメータ変換）の生成子を作る。その

生成子は第２類拘束の 1 次結合により表されること、およびその構成方法を、筆者たちは

導いた
（９）

。それにより、大域的変換の自由度は、やはりヘシアン行列の階数の減尐数（第

２類１次拘束の数）に等しいことも示した。（ただし、その力学系に対称性がないときは、

その構成法（方程式）の解が存在しない。） 

 第２類拘束に関するこの性質（大域的対称性との関連）は、ディラックが気づいていな

かったことである。彼は、第２類拘束は位相空間の自由度を縮減するだけといい、あまり

重要視しなかった。 
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